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Κεφάλαιο 1

Ορισµοί - ΄Εννοιες - Αξιώµατα
- Ισότητες - Ανισότητες

1.1 Εισαγωγή

Η Θερµοδυναµική είναι µια πλήρης µαθηµατική ϑεωρία που περιγράφει τις κα-
ταστάσεις ισορροπίας των µακροσκοπικών συστηµάτων.

Ως πλήρη χαρακτηρίζουµε µια ϑεωρία που ϑεµελιώνεται µε µερικά αξιώµατα,
ενώ το σύνολο της ϑεωρίας οικοδοµείται επαγωγικά. Ως µακροσκοπικά συστήµα-
τα ϑεωρούνται εκείνα τα σύστηµα που περιέχουν ένα µεγάλο αριθµό σωµατιδίων,
συνήθως της τάξεως του αριθµού του Avogadro (NA ≈ 1023), και ο όγκος που
καταλαµβάνουν είναι επίσης πολύ µεγάλος σε σχέση µε τις διαστάσεις των σωµα-
τιδίων. Το τι όµως εννοούµε κατάσταση ισορροπίας και ποιες είναι οι ανεξάρτητες
ϕυσικές ποσότητες (µεταβλητές) που τις περιγράφουν ϑα χρειασθεί πρώτα να ανα-
λύσουµε τις ϐασικές υποθέσεις της Θερµοδυναµικής.

Η Θερµοδυναµική κάνει δύο όντως πολύ απλές και γενικές παραδοχές.

ΠΑΡΑ∆ΟΧΗ ΠΡΩΤΗ

Η πρώτη παραδοχή ϐασίζεται στο ότι τα συστήµατα που µελετάµε είναι πολύ–
πολύ µεγάλα, δηλ. όπως είπαµε το πλήθος των µορίων είναι της τάξεως του
αριθµού του Avogadro. Κάθε απόπειρα να περιγράψουµε τέτοια συστήµατα µε τις
δύο ϐασικές ϑεωρίες της Φυσικής, την Κβαντική ή την Κλασική Μηχανική, είναι
µάταιη. Η αποθήκευση µόνο των κυµατοσυναρτήσεων στην Κβαντική Μηχανική
ή των συντεταγµένων και των ταχυτήτων στην Κλασική Φυσική είναι αδύνατη µε
τους υπάρχοντες Ηλεκτρονικούς Υπολογιστές όλου του πλανήτη. Αλλά και αυτό
να ήταν εφικτό σε τι ϑα χρησίµευε ; Σε τέτοιες περιπτώσεις η στατιστική και η ϑεω-
ϱία των πιθανοτήτων είναι η καλύτερη µαθηµατική προσέγγιση του προβλήµατος.
Για αυτό τα αξιώµατα της Θερµοδυναµικής γίνονται περισσότερο κατανοητά όταν
εξηγούνται µε τη Στατιστική Μηχανική [1, 2] αντί να εισάγονται µε έναν αφηρη-
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2 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΟΡΙΣΜΟΙ-ΕΝΝΟΙΕΣ-ΑΞΙΩΜΑΤΑ-ΙΣΟΤΗΤΕΣ-ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ

µένο µαθηµατικό τρόπο όπως συνηθίζεται στη ϕαινοµενολογική παρουσίαση της
ϑεωρίας.

Η παραδοχή ότι έχουµε πολύ µεγάλα συστήµατα έχει µια ευχάριστη συνέπεια.
΄Εχουµε δύο ειδών ϕυσικές ποσότητες για να περιγράψουµε τα συστήµατά µας.
Αυτές που εξαρτώνται από τον αριθµό των µορίων, όπως για παράδειγµα η ενέρ-
γεια και ο όγκος, και αυτές που είναι ανεξάρτητες του αριθµού των σωµατιδίων
όπως η ϑερµοκρασία και η πίεση. Θα τις ονοµάζουµε εκτατικές και εντατικές
αντίστοιχα. Οι εκτατικές ποσότητες έχουν την προσθετική (ή ισοδύναµα
γραµµική) ιδιότητα. Εάν ϑεωρήσουµε το σύστηµά µας ως την ένωση πολλών
υποσυστηµάτων (Σχήµα 1.1), τότε για παράδειγµα, η συνολική ενέργεια (όγκος)
είναι το άθροισµα των ενεργειών (όγκων) των υποσυστηµάτων που το αποτελούν.
Φυσικές ποσότητες που έχουν την εκτατική ιδιότητα περιγράφονται µε οµογενείς
συναρτήσεις πρώτης τάξεως. Οι εντατικές ϕυσικές ποσότητες περιγράφονται
µε οµογενείς συναρτήσεις µηδενικής τάξεως. Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β΄ δίνουµε τη
µαθηµατική περιγραφή των οµογενών συναρτήσεων και αποδεικνύουµε το σηµα-
ντικό ϑεώρηµα Euler.

Η προσθετικότητα των εκτατικών ϑερµοδυναµικών ποσοτήτων είναι ϐέβαια µια
προσέγγιση µε αµελητέες όµως αποκλίσεις από την ακριβή τιµή τους, επειδή ο
αριθµός των µορίων που ϐρίσκονται στα σύνορα των αλληλεπιδρώντων υποσυστη-
µάτων, και τα οποία είναι η αιτία για την απόκλιση από τη γραµµικότητα, είναι
σχετικά αµελητέος συγκρινόµενος µε το µεγάλο αριθµό µορίων των υποσυστη-
µάτων.

ΠΑΡΑ∆ΟΧΗ ∆ΕΥΤΕΡΗ

Η δεύτερη παραδοχή της Θερµοδυναµικής έχει να κάνει µε τον χρόνο. Οι µα-
κροσκοπικές παρατηρήσεις γίνονται σε σχετικά πολύ µεγάλους χρόνους σε σχέση
µε τους χρόνους χαρακτηριστικών κινήσεων των µεµονωµένων µορίων. Για πα-
ϱάδειγµα η ταλάντωση ενός δεσµού διαρκεί περίπου 10−12 του δευτερολέπτου
όταν µια µέτρηση στο εργαστήριο µπορεί να γίνεται σε λεπτά της ώρας ή και ώρες.
Σε τόσο µεγάλους χρόνους µπορούµε να υποθέσουµε ότι το σύστηµα µετά από µια
µεταβολή (στην ενέργεια ή/και στον όγκο ή/και στον αριθµό των µορίων ή/και
στη χηµική σύσταση ή/και στις ϕάσεις) έχει έρθει σε ισορροπία. ∆ηλαδή, εάν
κάνουµε διαφορετικές µετρήσεις των ϕυσικών ποσοτήτων, χωρίς να µεταβάλουµε
κάποια από τις µεταβλητές µας, ϑα ϐρίσκουµε πάντα την ίδια τιµή. Ακριβέστερα,
οι αποκλίσεις είναι τόσο µικρές που στην πράξη δεν µπορούν να µετρηθούν. Ε-
ποµένως, οι ϑερµοδυναµικές καταστάσεις είναι καταστάσεις ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ.

΄Ενας άλλος τρόπος να περιγράψουµε τις καταστάσεις ισορροπίας είναι να ϑε-
ωρήσουµε ότι µέσα σε αυτόν τον µεγάλο χρόνο κάθε µόριο του συστήµατος ϑα
περάσει από όλες τις δυνατές µικροκαταστάσεις συµβατές µε την ολική ενέργεια,
δηλ. όλες αυτές οι καταστάσεις έχουν ίση πιθανότητα να εµφανισθούν. Οι τιµές
των παρατηρήσιµων ποσοτήτων (O) είναι ο µέσος όρος των τιµών που έχουν για
κάθε µόριο και µπορούµε να τον υπολογίσουµε παίρνοντας είτε τη µέση τιµή ως
προς τον χρόνο (T ), είτε τη µέση τιµή (<>) ως προς όλες τις δυνατές µικροκατα-
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Σχήµα 1.1: Σύστηµα ϑεωρούµενο ως η ένωση υποσυστηµάτων µε ενέργεια
Ui, i = 1, 2, . . . , όγκο Vi, i = 1, 2, . . . , και αριθµό µορίων Ni, i =
1, 2, . . . . Μια τέτοια ϑεώρηση ϑα την ονοµάζουµε διαµέριση του συστήµατος.

1 1 1, N, V

2, V2 2, N

U3, V3, N3 

i , Vi , Ni, V4 4, N4

U

U

U

U

στάσεις του συστήµατος. Συµβολικά γράφουµε

Ō =
1

T

∫ T

0

O(t)dt =< O > . (1.1)

Αυτή είναι η περίφηµη Εργοδική Υπόθεση.
Τα µόρια συγκρούονται συνεχώς µεταξύ τους και ανταλλάσσουν ενέργεια. Με-

τά από τόσο µεγάλο χρόνο έχουν ξεχάσει τις αρχικές συνθήκες από τις οποίες
ξεκίνησε η µεταβολή. Οι τιµές που µετρούµε για τις ϑερµοδυναµικές ποσότητες ε-
ξαρτώνται µόνο από τη συγκεκριµένη κατάσταση στην οποία ϐρίσκεται το σύστηµα
και είναι ανεξάρτητες από το πως έφτασε το σύστηµα στην κατάσταση ισορροπίας,
δηλ. πιο δρόµο ακολούθησε κατά την χαλάρωσή του µετά από µια διαταραχή
που έγινε. Για αυτόν το λόγο, τις ϑερµοδυναµικές ποσότητες τις ονοµάζουµε και
συναρτήσεις καταστάσεων. Μπορούµε να παραλληλίσουµε τις ϑερµοδυναµικές
καταστάσεις ισορροπίας µε τις καταστάσεις ισορροπίας ενός υλικού αντικειµένου
στο έδαφος της γης. Ξέρουµε ότι µια µεγάλη πέτρα ισορροπεί σε ελάχιστο (ή µέγι-
στο ή σαγµατικό σηµείο), µε άλλα λόγια στα ακρότατα της ∆υναµικής Ενέργειας.
Η τιµή της ∆υναµικής Ενέργειας εξαρτάται µόνο από τη ϑέση που ϐρίσκεται η
πέτρα και όχι από το πως έφτασε σε αυτή τη ϑέση. Τα σηµεία ισορροπίας µπο-
ϱούν να είναι ευσταθή (ελάχιστα) ή ασταθή (µέγιστα και σαγµατικά σηµεία).

Εποµένως, εάν ϑεωρήσουµε τις ϑερµοδυναµικές ποσότητες ως συναρτήσεις της
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ενέργειας (ή/και του όγκου ή/και του αριθµού των µορίων) των υποσυστηµάτων,
περιµένουµε ότι ϑα είναι συναρτήσεις µε πολλά ακρότατα (Σχήµα 1.2). Για ένα
µακροσκοπικό σύστηµα είναι τόσα πολλά τα ακρότατα που µπορούµε επίσης να
υποθέσουµε ότι όλα αυτά συνθέτουν µια οµαλή επιφάνεια (των καταστάσεων ι-
σορροπίας) η οποία περιγράφεται µε µια µαθηµατική παραγωγήσιµη συνάρτηση
1. Για παράδειγµα, για τις καταστάσεις ισορροπίας µπορούµε να υποθέσουµε ότι
η πίεση, P , είναι µια οµαλή συνάρτηση του όγκου (P = f(V )). Ασυνέχειες
στις παραγώγους µιας καµπύλης καταστάσεων ϐρίσκουµε κατά την αλλαγή των
ϕάσεων.

΄Οπως ϑα δούµε, οι ϑερµοδυναµικές ποσότητες είναι γενικά συναρτήσεις δύο,
τριών ή και περισσοτέρων µεταβλητών. Εικόνες όπως αυτή του Σχήµατος 1.3 είναι
αρκετά χρήσιµες για να περιγράψουµε τα µέγιστα και τα ελάχιστα (καταστάσεις
ισορροπίας) µιας συνάρτησης. Σκοπός µας είναι να χρησιµοποιούµε γεωµετρικά
σχήµατα όπου είναι εφικτό για να επεξηγήσουµε τις έννοιες που εισαγάγουµε.
Ας µη ξεχνάµε ότι Ϲούµε στην εποχή που χρησιµοποιούµε την εικόνα ως µέσον
γρήγορης επικοινωνίας.

Τις απειροστές µεταβολές των συναρτήσεων καταστάσεων ϑα τις περιγράφου-
µε µε τέλεια διαφορικά. Μεταβολές του συστήµατος που περιλαµβάνουν µόνο
καταστάσεις ισορροπίας, ϐρίσκονται πάνω στη διακεκοµµένη καµπύλη (Σχήµα
1.2), ϑα τις ονοµάζουµε Αντιστρεπτές, ενώ οποιεσδήποτε µεταβολές, όπως αυτές
που περιγράφουν τα τµήµατα της συνεχούς καµπύλης, ϑα τις ονοµάζουµε Μη–
Αντιστρεπτές.

Υπάρχουν ιδιότητες που εξαρτώνται από τη διαδροµή που ακολουθεί το σύστη-
µα προς την ισορροπία ; Ναι όπως το έργο και η ϑερµότητα που παράγονται από
το σύστηµα ή το περιβάλλον του. Απειροστές µεταβολές ποσοτήτων που εξαρτώνται
από τις διαδροµές ϑα τις περιγράφουµε µε µη–τέλεια διαφορικά.

Από τα παραπάνω συµπεραίνουµε ότι ο χρόνος δεν υπεισέρχεται ως µεταβλητή
στη ϑεωρία της Κλασικής Θερµοδυναµικής, µια και αναφέρεται στις καταστάσεις
ισορροπίας. Αυτό ακούγεται παράδοξο γιατί στη Χηµεία και τη Φυσική ενδιαφε-
ϱόµαστε για µεταβολές στον χρόνο. Η Κλασική Θερµοδυναµική πραγµατεύεται
τις µακροσκοπικές µεταβολές αλλά χρησιµοποιώντας µια µαθηµατική προσέγ-
γιση. Τις ϑεωρεί πολύ αργές, τόσο ώστε το σύστηµα ανά πάσα χρονική στιγµή
να ϐρίσκεται σε κατάσταση ϑερµοδυναµικής ισορροπίας. Τον εικοστό αιώνα η
Θερµοδυναµική εξελίχθηκε και στην περιγραφή των Μη-αντιστρεπτών µεταβολών,
όπου ο χρόνος εµφανίζεται ϱητά ως µια µεταβλητή της ϑεωρίας. Το ϑεµέλιο της
επέκτασης αυτής είναι η γενίκευση του ∆εύτερου νόµου της Θερµοδυναµικής,
η διατύπωση της οποίας δίδεται εδώ, και γενικότερα της Κλασικής Θερµοδυνα-
µικής των καταστάσεων ισορροπίας. Μια σύντοµη παρουσίαση της ϑεωρίας των
Μη-αντιστρεπτών µεταβολών δίδεται στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η΄.

1 ΄Ενας µαθηµατικός ϑα έλεγε ότι το σύνολο των καταστάσεων ισορροπίας ενός µακροσκοπικού συ-
στήµατος είναι µια οµαλή (διαφορίσιµη) πολλαπλότητα (differentiable manifold) στην οποία µπορούµε
να ορίσουµε διάφορες k-µορφές (k−forms). Για k = 0 έχουµε για παράδειγµα τις παραγωγίσιµες
συναρτήσεις και για k = 1 τα τέλεια διαφορικά.
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Σχήµα 1.2: Παράσταση µιας ϕυσικής ποσότητας που εξαρτάται από την ενέργεια
Ei ενός υποσυστήµατος i. Τα ακρότατα (ελάχιστα, µέγιστα, σαγµατικά σηµεία)
αντιστοιχούν στις καταστάσεις ισορροπίας. Τα ενδιάµεσα σηµεία της συνάρτησης
είναι τιµές που µπορεί να έχει η ιδιότητα που µελετάµε κατά τη διάρκεια που
οδεύει προς την ισορροπία. Οι διακεκοµµένες καµπύλες παριστάνουν οµαλές
παραγωγήσιµες συναρτήσεις που περιγράφουν µόνο καταστάσεις ισορροπίας του
συστήµατος.

F(Ei)

Ei

Αναφερόµαστε συνεχώς στις ϑερµοδυναµικές ποσότητες. Ποιες είναι αυτές ;
Αυτό εξαρτάται από τα πειράµατα που µελετάµε. Είναι σύνηθες στη Θερµοδυ-
ναµική να ορίζουµε ως ανεξάρτητες µεταβλητές τις ποσότητες που ελέγχουµε και
εξαρτηµένες εκείνες που µετρούµε. Για παράδειγµα, εάν ελέγχουµε την ποσότητα
ενός αερίου, τον όγκο και τη ϑερµοκρασία, τότε η πίεση ϑα είναι µια συνάρτηση
των παραπάνω ποσοτήτων. Σε άλλα πειράµατα ίσως χρειασθεί να ϑεωρήσουµε
την πίεση ως ανεξάρτητη µεταβλητή και τον όγκο ως εξαρτηµένη. Πρέπει λοιπόν
να µάθουµε να µετασχηµατίζουµε συναρτήσεις από το ένα σύστηµα ανεξάρτητων
µεταβλητών στο άλλο. Αυτός είναι ένας από τους σκοπούς του µαθήµατος.

Γνωρίζουµε τις αναλυτικές µορφές των ϑερµοδυναµικών ποσοτήτων ; ∆υστυχώς
όχι πάντα. Σε αυτές τις περιπτώσεις µια άγνωστη συνάρτηση την περιγράφουµε
τοπικά µε µια ανάπτυξη κατά Taylor:

F (x) = F (x0) +
dF (x)

dx

∣∣∣∣
x=x0

(x − x0) +
1

2

d2F (x)

dx2

∣∣∣∣
x=x0

(x − x0)
2 + . . .

(1.2)
Συµπεραίνουµε ότι, όχι µόνο η τιµή µιας ϑερµοδυναµικής ποσότητας αλλά και η
πρώτη παράγωγός της (ίσως και η δεύτερη) ϑα µας είναι απαραίτητη.

Ας έρθουµε τώρα στις ϑεµελιώδεις ερωτήσεις της Θερµοδυναµικής.

• Πως ϑα αναγνωρίζουµε τις καταστάσεις ισορροπίας ενός συστήµατος ;
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Σχήµα 1.3: Παράσταση µιας ϕυσικής ποσότητας που εξαρτάται από δύο µετα-
ϐλητές. Τα ακρότατα (ελάχιστα, µέγιστα, σαγµατικά σηµεία) αντιστοιχούν στις
καταστάσεις ισορροπίας. Τα ενδιάµεσα σηµεία της συνάρτησης είναι τιµές που
µπορεί να έχει η ιδιότητα που µελετάµε κατά τη διάρκεια που οδεύει προς την
ισορροπία.

• Ποιες και πόσες είναι οι ϑεµελιώδεις ϕυσικές ποσότητες που απαι-
τούνται για την περιγραφή των καταστάσεων ενός µακροσκοπικού
συστήµατος ;

• Καταλαβαίνουµε ότι, για κάθε σύστηµα η ενέργεια, ο αριθµός των
µορίων και ο όγκος είναι ϑεµελιώδεις ϕυσικές ποσότητες. Είναι
όµως αρκετές για να περιγράφουν µονοσήµαντα τις καταστάσεις ι-
σορροπίας ; Πως περιγράφουµε τις ίδιες καταστάσεις ισορροπίας µε
διαφορετικά σύνολα ϕυσικών ποσοτήτων ;

• Εάν έχω µια ποσότητα ενέργειας E, κατανεµηµένη στα υποσυστήµατα
του συστήµατος, από τον µεγάλο αριθµό διαµερίσεων που µπορώ να
υποθέσω ποιά διαµέριση αντιστοιχεί στην κατάσταση ισορροπίας ;

Μπορεί να είναι αδύνατο να ϐρούµε πως κατανέµεται η ενέργεια σε κάθε µόριο
της ύλης ανά πάσα χρονική στιγµή, µπορούµε όµως να µετρήσουµε τον αριθµό των
δυνατών µικροκαταστάσεων των µορίων και στις δύο ϐασικές ϑεωρίες της Φυσικής,
την Κλασική και την Κβαντική Μηχανική.

Αυτή την επιπλέον πληροφορία για τη µακροσκοπική κατάσταση του συστήµα-
τος την περιγράφω µε µια νέα συνάρτηση της ενέργειας, του όγκου και του αριθ-
µού των µορίων. Η σηµαντική αυτή ϕυσική ποσότητα είναι η Εντροπία. Η εντροπία
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είναι µια συνάρτηση που απαριθµεί όλες τις δυνατές µικροκαταστάσεις όλων των
µορίων στο σύστηµα για συγκεκριµένες τιµές της ενέργειας, του όγκου και του
αριθµού των µορίων.

Επειδή οι καταστάσεις ισορροπίας πρέπει να είναι ακρότατα µιας συ-
νάρτησης, το ∆εύτερο ϑερµοδυναµικό αξίωµα µας εγγυάται ότι τα µέγιστα
της συνάρτησης της εντροπίας αντιστοιχούν στις καταστάσεις ισορροπίας.
Αντιστρόφως, σε κάθε κατάσταση ισορροπίας η εντροπία παίρνει µέγιστη
τιµή.

Ο σκοπός του µαθήµατος είναι :

• Να αναδείξει τη µαθηµατική δοµή της Θερµοδυναµικής, έτσι απαλ-
λάσσοντας τον ϕοιτητή από την αποµνηµόνευση εξισώσεων που συ-
νήθως απαιτεί µια ιστορική παρουσίαση της ϑεωρίας,

• Κατανόηση των ϐασικών εννοιών,

• Εξοικείωση στους µαθηµατικούς µετασχηµατισµούς των ϑερµοδυνα-
µικών συναρτήσεων µεταξύ εξαρτηµένων και ανεξάρτητων ποσοτήτων,
και

• Να επιλύουµε αριθµητικά προβλήµατα και να δίδουµε τις σωστές α-
παντήσεις µε τις σωστές µονάδες !

Στις επόµενες παραγράφους έχουµε συγκεντρώσει τις ϐασικές έννοιες, αξι-
ώµατα, ποσότητες και µετασχηµατισµούς που ϑα διδαχθούν σε αυτό το µάθηµα.
Επίσης, στα Παραρτήµατα περιγράφουµε τις µαθηµατικές µεθόδους που χρησι-
µοποιούµε και τα αναγκαία ϑεωρήµατα. Το Ιδανικό Αέριο είναι το απλούστερο
και παράλληλα χρήσιµο σε ορισµένες περιπτώσεις ϑερµοδυναµικό µοντέλο που
διαθέτουµε. Εκθέτουµε του σχετικούς τύπους που αφορούν το Ιδανικό Αέριο στο
τέλος αυτών των σηµειώσεων αλλά εννοείται ότι τους χρησιµοποιούµε από την
αρχή του µαθήµατος µια και µας ϐοηθούν στην κατανόηση πολλών εννοιών και
µεθόδων.

Στο κεφάλαιο αυτό συνοψίζουµε τη ϐασική ϑεωρία της Θερµοδυναµικής και
στο επόµενο κεφάλαιο αναλύουµε τις έννοιες που εισάγουµε εδώ και αποδει-
κνύουµε τους µαθηµατικούς τύπους. Στο κεφάλαιο Εφαρµογές παρουσιάζουµε
εξισώσεις για το Ιδανικό Αέριο και άλλους ϐασικούς τύπους της Θερµοδυναµικής
ως ασκήσεις που πρέπει να λυθούν. Σε καµιά περίπτωση οι σηµειώσεις αυτές δεν
αντικαθιστούν το µάθηµα της Θερµοδυναµικής στην αίθουσα διδασκαλίας όπου
η ενεργή παρουσία των ϕοιτητών είναι απαραίτητη.
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1.2 Ευχαριστίες

Η ύλη που εµφανίζεται σε αυτές τις σηµειώσεις συνεχώς ϐελτιώνεται χάριν στις
ερωτήσεις και παρατηρήσεις επιµελών ϕοιτητών. Ευχαριστώ ιδιαίτερα εκείνους
τους ϕοιτητές το ενδιαφέρον των οποίων κάνει το διδάσκοντα να ψάχνει για νέους
τρόπους προσέγγισης και µετάδοσης του µαθήµατος της Θερµοδυναµικής.
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1.3 Σηµαντικοί Σταθµοί στην Εξέλιξη της Θερµο-
δυναµικής

Μελετώντας την ιστορική εξέλιξη της Κλασικής Θερµοδυναµικής ξεχωρίζουµε πέντε
σηµαντικές εργασίες που ϑεµελίωσαν και έδωσαν ώθηση στην ανάπτυξη και ω-
ϱίµανση της ϑεωρίας:

1. Τη δηµοσίευση της εργασίας του Sadi Carnot (1824) [1], στην οποία µελε-
τάται η απόδοση των ϑερµικών µηχανών και δίνεται µια έκφραση του ∆εύ-
τερου νόµου της Θερµοδυναµικής. Ο Clapeyron (1834) [2] συνέβαλε στην
διάδοση και αποσαφήνιση των ιδεών του Carnot, οι οποίες συνοψίζονται στο
παρακάτω ϑεώρηµα.

‘Η απόδοση ενός αντιστρεπτού κύκλου Carnot εξαρτάται µόνο από τις ϑερ-
µοκρασίες των δύο δεξαµενών ϑερµότητας µε τις οποίες µια µηχανή ϐρίσκεται
σε επαφή και είναι η ίδια για κάθε ουσία που χρησιµοποιείται για τη µεταφορά
της ϑερµότητας.

Η µέγιστη απόδοση της ϑερµικής µηχανής επιτυγχάνεται για αντιστρεπτές
διαδικασίες’.

2. Ο Rudolf Clausius (1850) [3] εισάγει τη συνάρτηση της εντροπίας και δια-
τυπώνει τον ∆εύτερο νόµο της Θερµοδυναµικής. Ξεκινώντας µε τη διαπίστω-
ση ότι

η ϑερµότητα δεν µπορεί να περάσει (αυθόρµητα) από το ψυχρότερο στο ϑερ-
µότερο σώµα, σε µια σειρά από δηµοσιεύσεις ορίζει τη µεταβολή της εντρο-
πίας ως το λόγο της µεταφερόµενης ϑερµότητας ως προς τη ϑερµοκρασία,
και διατυπώνει τον ∆εύτερο νόµο της ϑερµοδυναµικής.

‘Για µη-αντιστρεπτές διαδικασίες σε ένα αδιαβατικά κλειστό σύστηµα
µε αρχική και τελική κατάσταση σε ισορροπία, η συνολική µεταβολή της
εντροπίας είναι µια ϑετική ποσότητα ή µηδέν. Για αντιστρεπτές µεταβολές
του αδιαβατικού συστήµατος η εντροπία της τελικής κατάστασης είναι ίση µε
αυτήν της αρχικής κατάστασης του συστήµατος.’

Οι ιδέες του Clausius πυροδότησαν εκτεταµένες µελέτες τις επόµενες δεκα-
ετίες και µεταξύ των µελετητών ήσαν ο Lord Kelvin (William Thomson)
(1848) και Max Planck (1897). Ο πρώτος επαναδιατύπωσε τον ∆ευτερο
νόµο (1851) ως

‘∆εν είναι δυνατόν να µετατρέψουµε πλήρως µια ποσότητα ϑερµότητας σε µη-
χανικό έργο µε κυκλικές διαδικασίες’, ο δε Planck [4] ως

‘για κάθε διαδικασία που γίνεται στη ϕύση, το άθροισµα των εντροπιών όλων
των σωµάτων που συµµετέχουν στη διαδικασία αυξάνει ή διατηρεί τη συνολική
εντροπία. Για αντιστρεπτές διαδικασίες η εντροπία µένει σταθερή.’
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Οι Uhlenbeck και Ford [5] γενίκευσαν τη διατύπωση του Planck αναγνω-
ϱίζοντας ότι,

για κάθε µη-αντιστρεπτή ή αυθόρµητη διαδικασία η εντροπία ΠΑΝΤΑ αυξάνει.

3. Ο τρίτος σηµαντικός σταθµός της Κλασικής Θερµοδυναµικής οφείλεται στον
Ludwig Boltzmann, 1866 [6], ο οποίος δίνει τη στατιστική ερµηνεία της
εντροπίας και του ∆εύτερου νόµου της ϑερµοδυναµικής. Η ερµηνεία των
µακροσκοπικών ιδιοτήτων της ύλης ως µέσες τιµές πάνω από τις µικροσκο-
πικές καταστάσεις των ατόµων (µορίων) ϑεµελιώνει τον κλάδο της Στατιστικής
Μηχανικής.

4. Η επόµενη σηµαντική συνεισφορά στην Κλασική Θερµοδυναµική έγινε από
τον Josiah Willard Gibbs (1876) [7], ο οποίος ϑεωρεί τις ϑερµοδυναµικές
καταστάσεις ως καταστάσεις ισορροπίας και τη ϑερµοδυναµική ως τη ϑε-
ωρία µελέτης των καταστάσεων ισορροπίας. Εποµένως, µπορεί να ϑεωρηθεί
ως ο ϑεµελιωτής της Γεωµετρικής Θερµοδυναµικής (Γεωµετροθερµο-
δυναµική) [8]. Σύµφωνα µε τον Gibbs ο ∆εύτερος νόµος διατυπώνεται ως

‘Για ένα µονωµένο σύστηµα µεταβολές από την κατάσταση ισορροπίας, οι
οποίες διατηρούν την ενέργεια, έχουν ως αποτέλεσµα τη µείωση της εντροπίας
(µη-αντιστρεπτές µεταβολές), δηλ. η εντροπία λαµβάνει µια µέγιστη τιµή στην
κατάσταση ισορροπίας. Για αντιστρεπτές µεταβολές η εντροπία δεν αλλάζει.’

5. Τέλος, ο Κωνσταντίνος Καραθεοδωρή (1909) [9], µαθηµατικοποιεί τη
Θερµοδυναµική εισάγοντας τις διαφορικές µορφές και εξισώσεις Pfaff. Με
την αξιωµατική ϑεµελίωση της Κλασικής Θερµοδυναµικής ο Καραθεοδωρή
ανοίγει το δρόµο για την εφαρµογή των σύγχρονων µαθηµατικών του εικο-
στού αιώνα στη διερεύνηση του ∆εύτερου νόµου, και ειδικότερα την ερµη-
νεία της εντροπίας [10, 11]. Ο Καραθεοδωρή χρησιµοποιώντας τοπολογικές
έννοιες διατύπωσε τον ∆εύτερο νόµο ϐασιζόµενος στο ϑεώρηµα:

‘Σε κάθε γειτονιά οποιασδήποτε αρχικής κατάστασης (S) ενός ϑερµικά µονω-
µένου συστήµατος (δηλ. επιτρέπονται µόνο αδιαβατικές διεργασίες) υπάρχουν
καταστάσεις (S′), οι οποίες µε τις αντίστοιχες γειτονιές τους, ∆ΕΝ προσεγγίζο-
νται µε αδιαβατικές διαδικασίες από την αρχική κατάσταση S.’

Αποδεικνύεται ότι, οι καταστάσεις που είναι µη-προσπελάσιµες είναι αυτές
που παραβιάζουν τον ∆εύτερο νόµο όπως διατυπώθηκε από τον Kelvin ή από
τον Clausius.

Παρόλα αυτά υπήρχαν και οι πολέµιοι της προσέγγισης Καραθεοδωρή. Με-
ταξύ αυτών ο Mark W. Zemansky [12, 13]. Με ένα ασυνήθιστο ύφος κριτικής
για την επιστηµονική ϐιβλιογραφία προσπαθεί να υποβιβάσει τη µαθηµατική
προσέγγιση του Καραθεοδωρή στη ϑερµοδυναµική, η οποία παρεπιπτόντως
ελαχιστοποιεί την αναφορά σε εµπειρικές αρχές. Αλλά αυτό ακριβώς που
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ήθελε να απαξιώσει ο Zemansky είναι και το νέο που έφερε ο Καραθεοδω-
ϱή - την περιγραφή της Θερµοδυναµικής µε τα ίδια µαθηµατικά που
χρησιµοποιούνται για τη γεωµετρική ερµηνεία όλων των ϕυσικών
ϑεωριών.

Μετά τη δηµοσίευση της εργασίας του Καραθεοδωρή, η οποία έγινε µε υπόδει-
ξη του Max Born, πολλοί άξιοι ερευνητές συνεισέφεραν στην παραπέρα εξέλιξη και
γενίκευση της Κλασικής Θερµοδυναµικής ως µια αξιωµατική ϑεωρία [14, 15].

Ιδιαίτερα, η εκτιµήση µου είναι ότι, η εργασία των Balian και Valentin (2001)
[16], που ϑεµελιώνει τη Θερµοδυναµική ως µια Χαµιλτονιανή Συµπλεκτική
ϑεωρία, την εκσυγχρονίζει όσον αφορά τη µαθηµατική της περιγραφή και την
καθιστά ισοδύναµη µε τις άλλες ϑεωρίες της ϕυσικής - κλασική µηχανική, ηλε-
κτροµαγνητισµό, σχετικότητα και κβαντική µηχανική. 2

Στις επόµενες σελίδες ακολουθεί µια καταγραφή των σηµαντικότερων δηµο-
σιεύσεων και επιτευγµάτων της ϑεωρίας µε χρονολογική σειρά. Η πληροφορία
αντλήθηκε από τις αναφορές που παρέχονται [1-23] και ϕυσικά από την wikipe-
dia και την πληθώρα των αναφορών και συνδέσεων που δίνονται εκεί.

1.3.1 17ος αιών

1. Francis Bacon, 1620,3 ανέφερε ότι,
... το πραγµατικό νόηµα της ϑερµότητας ή η ίδια η ουσία της ϑερµότητας δεν
είναι τίποτα άλλο από κίνηση.

https://en.wikipedia.org/wiki/Francis_Bacon.
https://en.wikipedia.org/wiki/An_Experimental_Enquiry_Concerning
_the_Source_of_the_Heat_which_is_Excited_by_Friction#.

2. Robert Boyle, 1662, διατυπώνει τον νόµο του για τα ιδανικά αέρια,

PV = constant.

https://en.wikipedia.org/wiki/Robert_Boyle.

1.3.2 18ος αιών

1. Guyton de Morveau, 1787, εισήγαγε τον όρο calorique (caloric).

https://en.wikipedia.org/wiki/Louis-Bernard_Guyton_de_Morveau
https://en.wikipedia.org/wiki/Caloric_theory.

2Για πρόσφατες δηµοσιεύσεις δες :
Stavros C. Farantos. Hamiltonian thermodynamics in the extended phase space: a unifying theory
for non-linear molecular dynamics and classical thermodynamics. J Math Chem, 58(6), 1247-1280,
2020,
Stavros C. Farantos. Hamiltonian classical thermodynamics and chemical kinetics. Physica D, 417,
132813, 2021,
Stavros C. Farantos. Hamiltonian computational chemistry: Geometrical structures in chemical
dynamics and kinetics. Entropy, 26(5), 399, 2024.

3Στις περιπτώσεις που δεν ενεργοποιείται η σύνδεση κάνετε τη διεύθυνση copy & paste στον browser
που χρησιµοποιείτε.



12 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΟΡΙΣΜΟΙ-ΕΝΝΟΙΕΣ-ΑΞΙΩΜΑΤΑ-ΙΣΟΤΗΤΕΣ-ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ

2. Antoine-Laurent de Lavoisier, 1789,
ϑεωρούσε τη ϑερµότητα (caloric) ως ένα πραγµατικό στοιχείο και το συµπε-
ϱιέλαβε µεταξύ των µέχρι τότε γνωστών χηµικών στοιχείων.

https://en.wikipedia.org/wiki/Antoine_Lavoisier.

3. Benjamin Thompson (Count Rumford), 1798, διατύπωσε την άποψη ότι,
η ϑερµότης δεν είναι ϱευστό που ελευθερώνεται από το υλικό αλλά το απο-
τέλεσµα της µετατροπής έργου σε ϑερµότητα.

https://en.wikipedia.org/wiki/Benjamin_Thompson.

4. Joseph Black, 1799, έκανε τις πρώτες µελέτες ϑερµιδοµετρίας.
Θεωρούσε τη ϑερµότητα ως ουσία που προστίθεται και αφαιρείται από τα υλικά
σώµατα.

https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Black.

1.3.3 19ος αιών

1. Joseph Louis Gay-Lussac, 1802, διατυπώνει τον νόµο του για τα ιδανικά
αέρια,

P = constant × T.

https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Louis_Gay-Lussac.

2. Jean Baptiste Biot,1804, ασχολήθηκε µε τη διάδοση της ϑερµότητας,
Memoire sur la propagation de la chaleur, lu a la Classe des Sciences Ma-
thematiques et Physiques de I’lnstitut National, Bibliotheque Britannique
27 (1804/1805), 310-329.

https://en.wikipedia.org/wiki/Jean-Baptiste_Biot.

3. Pierre Simon Laplace, 1822, ασχολήθηκε µε τη ϑεωρία του ήχου και της
ϑερµότητας.
Traitié de Micanique Cileste, Tome 4, Paris, Bachelier CEuvres Completes
de Laplace, Tome 4, Paris, Gauthier-Villars, 1880.

https://en.wikipedia.org/wiki/Pierre-Simon_Laplace.

4. Joseph Fourier, 1822, Επίσης, Théorie analytique de la chaleur (The
Analytic Theory of Heat)

https://en.wikipedia.org/wiki/Joseph_Fourier.

5. Nicolas Léonard Sadi Carnot, 1824, δηµοσιεύει τις ερευνές του στο ϐι-
ϐλίο, ‘Réflexions sur la puissance motrice du feu et sur les machines
propres à développer cette puissance. Paris: Bachelier. (Reflections on
the motive power of fire and on machines fitted to develop that power -
Σκέψεις για την κινητήρια δύναµη της ϕωτιάς και µηχανές προσαρµοσµένες
να αναπτύξουν αυτή τη δύναµη)’.
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Σε αυτή την εργασία εισάγονται οι έννοιες των κυκλικών διεργασιών και
της αντιστρεπτότητας και αποδεικνύεται ότι, η µέγιστη απόδοση της µηχα-
νής επιτυγχάνεται για κυκλικές αντιστρεπτές διαδικασίες και ότι η απόδοση
αυτή είναι συνάρτηση µόνο των ϑερµοκρασιών των δύο ϑερµικών δεξαµενών
µε τις οποίες ϐρίσκεται σε επαφή η µηχανή. Θεωρούσε τη ϑερµότητα ως ουσία.

https://en.wikipedia.org/wiki/Book:Thermodynamics

https://en.wikipedia.org/wiki/Nicolas_L%C3%A9onard_Sadi_Carnot.

6. Benoı̂t Paul Émile Clapeyron, 1834, διέδωσε και αποσαφήνισε την εργα-
σία του Sadi Carnot. ∆ιατύπωσε τον ∆εύτερο νόµο της ϑερµοδυναµικής κατά
Carnot και την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων όπως τη γνωρίζου-
µε σήµερα

PV = nRT.

‘‘Mémoire sur la Puissance Motrice de la Chaleur’’. Journal de l’Ecole
Royale Polytechnique (in French). Paris: De l’Imprimerie Royale. Vingt-
troisième cahier, Tome XIV: 153-190.

https://en.wikipedia.org/wiki/Beno%C3%AEt_Paul_%C3%89mile_Clapeyron.

7. Siméon Denis Poisson, 1835, Επίσης, ασχολήθηκε µε τη ϑερµότητα The-
orie Mathimatique de la Chaleur, Paris, Bachelier.

https://en.wikipedia.org/wiki/Sim%C3%A9on_Denis_Poisson.

8. Karl Friedrich Mohr, 1837, πρώτος έγραψε ότι,
η ίδια ποσότητα δύναµης (εννοεί ενέργεια) µπορεί να εµφανισθεί ως κίνηση,
έλξη, ηλεκτρισµός, ϕως και µαγνητισµός.

https://en.wikipedia.org/wiki/Karl_Friedrich_Mohr.

9. Julius Robert von Mayer, 1842, διατύπωσε την άποψη ότι,
ϑερµότης και έργο είναι ίδια οντότητα που σήµερα ονοµάζουµε ενέργεια, αλλά
που ο ίδιος ονόµασε δύναµη.

https://en.wikipedia.org/wiki/Julius_von_Mayer.

10. James Prescott Joule, 1843, µέτρησε µε ακρίβεια το ισοδύναµο µηχανι-
κού έργου σε ϑερµότητα.

https://en.wikipedia.org/wiki/James_Prescott_Joule.

11. William Robert Grove, 1846 εδηµοσίευσε το ϐιβλίο, On the correlation of
physical forces όπου διατυπώνεται ο Πρώτος νόµος της Θερµοδυναµικής.

https://en.wikipedia.org/wiki/William_Robert_Grove.

12. Hermann von Helmholtz, 1847, επίσης, εξέτασε τον νόµο διατήρησης της
ενέργειας.

https://en.wikipedia.org/wiki/Hermann_von_Helmholtz.



14 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 1. ΟΡΙΣΜΟΙ-ΕΝΝΟΙΕΣ-ΑΞΙΩΜΑΤΑ-ΙΣΟΤΗΤΕΣ-ΑΝΙΣΟΤΗΤΕΣ

13. William Thomson, Lord Kelvin, 1848, εισήγαγε την κλίµακα της απόλυ-
της ϑερµοκρασίας και δίνει µια νέα διατύπωση του ∆εύτερου νόµου της
ϑερµοδυναµικής (1851). Θεωρεί αντιστρεπτές διαδικασίες όχι αναγκαία κυ-
κλικές.

https://en.wikipedia.org/wiki/William_Thomson%2C_1st_Baron_Kelvin.

14. William John Macquorn Rankine, 1853, εισάγει την έννοια της ενερ-
γούς ϑερµότητας, H, και του δυναµικού ϑερµότητας, F , (διαχωρισµός
της ενέργειας σε κινητική και δυναµική). Επίσης, ο όρος αδιαβατικός απο-
δίδεται σε αυτόν.

https://en.wikipedia.org/wiki/William_John_Macquorn_Rankine.

15. Rudolph Clausius, 1850, διατυπώνει τον ∆εύτερο νόµο της ϑερµοδυναµικής
και εισάγει τη συνάρτηση της εντροπίας - ΕΝΤΡΟΠΙΑ (εν-τροπία, τρέπω).

https://en.wikipedia.org/wiki/Rudolf_Clausius.

16. Ludwig Boltzmann, 1866, δίνει τη στατιστική ερµηνεία της εντροπίας και
του ∆εύτερου νόµου της ϑερµοδυναµικής.

S = kB ln(Ω)

https://en.wikipedia.org/wiki/Ludwig_Boltzmann.

17. Josiah Willard Gibbs, 1876, Θεωρεί τις ϑερµοδυναµικές καταστάσεις ως
καταστάσεις ισορροπίας και τη ϑερµοδυναµική ως τη ϑεωρία µελέτης των κα-
ταστάσεων ισορροπίας. Ιδρυτής της Γεωµετρικής Θερµοδυναµικής (Γεω-
µετροθερµοδυναµική) και Χηµικής Θερµοδυναµικής.

https://en.wikipedia.org/wiki/Josiah_Willard_Gibbs.

18. James Clerk Maxwell, 1874, κατασκευάζει τριδιάστατα µοντέλα των γεω-
µετρικών επιφανειών του Gibbs, (όγκο−x, εντροπία−y, ενέργεια−z). Α-
νέπτυξε την κινητική ϑεωρία των αερίων. Επίσης, Theory of Heat, London,
Longmans Green and Co., 1871.

https://en.wikipedia.org/wiki/James_Clerk_Maxwell.

19. Jacobus Henricus van’t Hoff, 1884, Μελετά τις καταστάσεις ισορροπίας
χηµικών αντιδράσεων. Οι Svante Arrhenius, Jacobus Henricus van’t Hoff
και Friedrich Wilhelm Ostwald ϑεωρούνται ϑεµελιωτές της Φυσικοχηµείας.

https://en.wikipedia.org/wiki/Jacobus_Henricus_van_%27t_Hoff.

20. Svante Arrhenius, 1889, Γνωστός για την εξίσωσή του στη χηµική κινη-
τική. Οι Svante Arrhenius, Jacobus Henricus van’t Hoff και Friedrich
Wilhelm Ostwald ϑεωρούνται ϑεµελιωτές της Φυσικοχηµείας.

https://en.wikipedia.org/wiki/Svante_Arrhenius.
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21. Friedrich Wilhelm Ostwald, 1892, Μετέφρασε τις εργασίες του Gibbs
στα Γερµανικά. Οι Svante Arrhenius, Jacobus Henricus van’t Hoff και
Friedrich Wilhelm Ostwald ϑεωρούνται ϑεµελιωτές της Φυσικοχηµείας.

https://en.wikipedia.org/wiki/Wilhelm_Ostwald.

22. Gyula (Julius) Farkas, 1895, αποδεικνύει ότι η απόλυτη ϑερµοκρασία
εµφανίζεται ως ολοκληρωτικός διαιρέτης της ϑερµότητας.

https://en.wikipedia.org/wiki/Gyula_Farkas_(natural_scientist).

23. Max Planck, 1897, ∆ίνει το δικό του ορισµό του ∆εύτερου νόµου της ϑερ-
µοδυναµικής, ∆ιαλέξεις επί της ϑερµοδυναµικής, 1897, και διατυπώνει τον
Τρίτο Νόµο της ϑερµοδυναµικής.

https://en.wikipedia.org/wiki/Max_Planck.

24. Georg Ferdinand Helm, 1898, εισάγει τις έννοιες εκτατικές και εντατι-
κές παράµετροι (ή µεταβλητές ή συντεταγµένες).
Die Energetik, Veit, Leipzig, 1898.

https://en.wikipedia.org/wiki/Georg_Helm.

25. Henry Louis Le Châtelier, 1899, Αρχή Le Châtelier. Μετέφρασε τις
εργασίες του Gibbs στα Γαλλικά.

https://en.wikipedia.org/wiki/Henry_Louis_Le_Ch%C3%A2telier.

1.3.4 20ος αιών

1. Walther Nernst, 1906, συνεισφέρει µε τη διατύπωση του ϑεώρηµατος για
τον µηδενισµό διαφορών εντροπίας στο όριο της µηδενικής απόλυτης ϑερ-
µοκρασίας.

https://en.wikipedia.org/wiki/Walther_Nernst.

2. Constantine Carathéodory, 1909, ∆ηµοσιεύει την πρώτη Αξιωµατική ϑε-
ωρία της ϑερµοδυναµικής. [17]

https://en.wikipedia.org/wiki/Constantin_Carath%C3%A9odory.

3. Paul Ehrenfest, 1911, ορίζει µε συστηµατικό τρόπο τις ϑερµοδυναµικές
παραµέτρους (µεταβλητές/συντεταγµένες).
Z. Physik, 77, 237, 1911.

https://en.wikipedia.org/wiki/Paul_Ehrenfest.

4. Richard Chace Tolman, 1917, καθιερώνει τους όρους εκτατικές και εντα-
τικές παράµετροι.
Physics Review, 9, 237, 1917.

https://en.wikipedia.org/wiki/Richard_C._Tolman.
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5. Gilbert Newton Lewis 1923, οµοίως,
Lewis, G. N. and Merle Randall (1923) Thermodynamics and the Free E-
nergies of Chemical Substances, McGraw-Hill.

https://en.wikipedia.org/wiki/Gilbert_N._Lewis.

6. Tatjana Ehrenfest-Afanasjeva, 1925, αναφέρει τον µηδενικό νόµο της
ϑερµοδυναµικής.

https://en.wikipedia.org/wiki/Tatyana_Afanasyeva.

7. A. Landé, 1926, επίσης, δίνει αναφορά στον µηδενικό νόµο της ϑερµοδυ-
ναµικής.

https://en.wikipedia.org/wiki/.

8. Théophile De Donder, 1927, εισάγει την έννοια της συγγένειας (affinity)
και τις µη-αντιστρεπτές χηµικές διεργασίες. De Donder, T., Van Rys-
selberghe, P., Affinity. 1936, Menlo Park, CA: Stanford University Press.

https://en.wikipedia.org/wiki/Th%C3%A9ophile_de_Donder.
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1.4 Συµβολισµοί4

Τέλειο διαφορικό: d (1.3)
Μη-τέλειο διαφορικό: d (1.4)

Βαθµίδα(Gradient): ∂ ≡ ∇ (1.5)
Χέσιαν(Hessian): ∂2 (1.6)

Απειροστές µεταβολές (οποιαδήποτε): δ (1.7)
Πεπερασµένες µεταβολές (οποιαδήποτε): ∆ (1.8)

dx⃗ =

[
dx1

dx2

]
(1.9)

dx⃗T =
[
dx1 dx2

]
(1.10)

∂f(x1, x2) =

 ∂f
∂x1

∂f
∂x2

 (1.11)

∇f(x1, x2) =
∂f

∂x1

i⃗ +
∂f

∂x2

j⃗ (1.12)

∂2f(x1, x2) =


∂2f
∂x2

1

∂2f
∂x1∂x2

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2

 (1.13)

ΑΝΑΠΤΥΞΕΙΣ TAYLOR

Ολικό διαφορικό

df(x1, x2) = f(x1 + dx1, x2 + dx2) − f(x1, x2) (1.14)

≈ (∂f)T · (dx⃗) +
1

2
(dx⃗)T · (∂2f) · (dx⃗) + . . . (1.15)

≈
∂f

∂x1

dx1 +
∂f

∂x2

dx2 + (1.16)

1

2

∂2f

∂x2
1

dx2
1 +

1

2

∂2f

∂x2
2

dx2
2 +

∂2f

∂x1∂x2

dx1dx2 + . . .

4Απλοποιούµε το συµβολισµό γράφοντας τις µερικές παραγώγους χωρίς να αναφέρουµε τις µετα-
ϐλητές που διατηρούνται σταθερές. ∆ηλ.

(
∂f(x1,x2)

∂x1

)
x2

≡
(

∂f
∂x1

)
x2

≡ ∂f
∂x1
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Στα σύγχρονα µαθηµατικά τη γραµµική προσέγγιση του ολικού διαφορικού
µιας συνάρτησης την ονοµάζουµε 1-µορφή (1-form)

df(x1, x2) =
∂f

∂x1

dx1 +
∂f

∂x2

dx2. (1.17)

Απειροστές Μεταβολές

δf(x1, x2) = f(x1 + δx1, x2 + δx2) − f(x1, x2) (1.18)

≈ (∂f)T · (δx⃗) +
1

2
(δx⃗)T · (∂2f)(δx⃗) + . . . (1.19)

≈
∂f

∂x1

δx1 +
∂f

∂x2

δx2 + (1.20)

1

2

∂2f

∂x2
1

δx2
1 +

1

2

∂2f

∂x2
2

δx2
2 +

∂2f

∂x1∂x2

δx1δx2 + . . .

Πεπερασµένες Μεταβολές

Υποθέτοντας σταθερές τις µερικές παραγώγους, για πεπερασµένες µεταβολές
γράφουµε

∆f(x1, x2) = f(x1 + ∆x1, x2 + ∆x2) − f(x1, x2) (1.21)

≈ (∂f)T · (∆x⃗) +
1

2
(∆x⃗)T · (∂2f) · (∆x⃗) + . . . (1.22)

≈
∂f

∂x1

∆x1 +
∂f

∂x2

∆x2 + (1.23)

1

2

∂2f

∂x2
1

∆x2
1 +

1

2

∂2f

∂x2
2

∆x2
2 +

∂2f

∂x1∂x2

∆x1∆x2 + . . .

Οι τελεστές της ολοκλήρωσης και πεπερασµένης (ή απειροστής) διαφοράς ε-
ναλλάσσονται ως προς µεταβλητές ή παραµέτρους ξ

∆ξ

(∫
f(x1, x2; ξ)dx1dx2

)
=

∫
∆ξf(x1, x2; ξ)dx1dx2 (1.24)

Επίσης, οι τελεστές της παραγώγισης και πεπερασµένης (ή απειροστής) δια-
ϕοράς εναλλάσσονται ως προς µεταβλητές ή παραµέτρους ξ

∆ξ

(
∂f(x1, x2; ξ)

∂x1

)
=

∂∆ξf(x1, x2; ξ)

∂x1

(1.25)
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∆ξ

(
∂f(x1, x2; ξ)

∂x2

)
=

∂∆ξf(x1, x2; ξ)

∂x2

(1.26)
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1.5 Ορισµοί

α΄) Η ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ είναι η ϑεωρία που µελετά τα µακροσκοπικά συστήµα-
τα σε καταστάσεις ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ, όταν ο αριθµός των σωµατιδίων και ο όγκος
τείνουν στο άπειρο (N,V → ∞ αλλά µε πεπερασµένη ΣΩΜΑΤΙ∆ΙΑΚΗ ΣΥ-
ΓΚΕΝΤΡΩΣΗ, ρ = N/V ).

ϐ΄) Το υπό µελέτη αντικείµενο ονοµάζεται ΣΥΣΤΗΜΑ και διακρίνεται από το ΠΕ-
ΡΙΒΑΛΛΟΝ του. Το σύστηµα µπορεί να είναι ΜΟΝΩΜΕΝΟ (δεν ανταλλάσ-
σει ενέργεια και ύλη µε το περιβάλλον), ΚΛΕΙΣΤΟ (ανταλλάσσει ενέργεια
όχι όµως ύλη µε το περιβάλλον) ή ΑΝΟΙΚΤΟ (ανταλλάσσει ενέργεια και
ύλη µε το περιβάλλον). Το σύνολο, ΣΥΣΤΗΜΑ + ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ ϑεωρείται
ΜΟΝΩΜΕΝΟ.

γ΄) ΄Ενα ΜΟΝΩΜΕΝΟ σύστηµα χαρακτηρίζεται από τον αριθµό και το είδος των
σωµατιδίων που το απαρτίζουν, N1, N2, . . . , Nr, την ολική ενέργειά του,
U , που είναι το σύνολο της κινητικής και δυναµικής ενέργειας των σωµα-
τιδίων και τον όγκο, V . Η ενέργεια U αναφέρεται και ως η ΕΣΩΤΕΡΙΚΗ
ΕΝΕΡΓΕΙΑ του συστήµατος. Θεωρούµε ότι καµία µεταβολή δεν επέρχεται
στις ποσότητες N1, N2, . . . , Nr, U και V .

΄Ενα ΜΟΝΩΜΕΝΟ σύστηµα µπορεί να ϑεωρηθεί ως η ένωση p υποσυστη-
µάτων µε µεταβλητές τον αριθµό των σωµατιδίων, Nij, i = 1, . . . , r, τον
όγκο Vj και εσωτερική ενέργεια Uj, j = 1, . . . , p. Προφανώς ισχύει :

p∑
j=1

Uj = U = UT (σταθερά) (1.27)

p∑
j=1

Vj = V = VT (σταθερά) (1.28)

p∑
j=1

Nij = Ni = NT
i , i = 1, . . . , r, (σταθερές). (1.29)

Το υποσύστηµα µπορεί να είναι κλειστό ή ανοικτό, µακροσκοπικό ή µε
µικρό αριθµό σωµατιδίων. Αυτό εξαρτάται από τη διακριτικότητα του πει-
ϱάµατος. ∆ιαµερίσεις µε ένα ή και κανένα σωµατίδιο επίσης µπορούν να
ορισθούν. Από το µεγάλο αριθµό διαµερίσεων ή µικροκαταστάσεων η ΘΕΡ-
ΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ µπορεί να προβλέψει ποιές αντιστοιχούν στις καταστάσεις
ϑερµοδυναµικής ΙΣΟΡΡΟΠΙΑΣ.

δ΄) Για κάθε σύστηµα ορίζεται µια ‘οµαλή’ συνάρτηση που απαριθµεί το σύνολο
των δυνατών µικροσκοπικών καταστάσεων του συστήµατος, Ω, µε ενέργεια
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στο διάστηµα (U,U +dU). Η συνάρτηση αυτή ονοµάζεται ΕΝΤΡΟΠΙΑ και
ορίζεται ως (∆ες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ζ΄):

S(U) = kB lnΩ. (1.30)

kB = 1, 38066 × 10−23 JK−1 είναι η σταθερά Boltzmann.

Η συνάρτηση S(U) αντιστρέφεται και η εσωτερική ενέργεια µπορεί να ϑεω-
ϱηθεί ως συνάρτηση της εντροπίας, U(S). Εάν συµπεριλάβουµε ως ανεξάρ-
τητες µεταβλητές τον όγκο και τον αριθµό των γραµµοµορίων (ή µορίων) των
ενώσεων που αποτελούν το σύστηµα, n1, n2, . . . , nr, οι δύο συναρτήσεις
γράφονται

S(U, V, n1, n2, . . . , nr), U(S, V, n1, n2, . . . , nr). (1.31)

Για µονωµένα συστήµατα εάν

pν =
1

Ω
, και

∑
ν

pν = 1, (1.32)

είναι η πιθανότητα το σύστηµα να ϐρίσκεται στη µικροκατάσταση ν µε όγκο
V , αριθµό σωµατιδίων n⃗ = (n1, n2, . . . , nr)

T και ενέργεια U (ϑεωρούµε
ότι όλες οι µικροκαταστάσεις είναι ισοπίθανες) η εντροπία µπορεί να γραφεί
(Gibbs)

S(U, V, n⃗) = kB ln (Ω(U, V, n⃗))

= −kB

(∑
ν

1

Ω

)
ln

(
1

Ω

)
= −kB

∑
ν

pν ln pν . (1.33)

ε΄) Οι µεταβλητές (ανεξάρτητες και εξαρτηµένες) του συστήµατος διακρίνονται σε
ΕΚΤΑΤΙΚΕΣ (οι τιµές τους εξαρτώνται από τον αριθµό των σωµατιδίων και
είναι προσθετικές (ή γραµµικές)) και ΕΝΤΑΤΙΚΕΣ (οι τιµές τους είναι ανε-
ξάρτητες του µεγέθους του συστήµατος). Οι ϕυσικές ποσότητες που έχουµε
αναφέρει µέχρι τώρα είναι όλες εκτατικές, U, S, V, n1, n2, . . . , nr.

Οι εκτατικές ποσότητες ενός ϑερµοδυναµικού συστήµατος είναι ΟΜΟΓΕ-
ΝΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΠΡΩΤΟΥ ΒΑΘΜΟΥ (ΟΣΠΒ, p = 1) των εκτατικών
ανεξάρτητων µεταβλητών (λόγω της προσθετικής ιδιότητάς των). Αντίστοιχα,
οι εντατικές ποσότητες είναι ΜΗ∆ΕΝΙΚΟΥ ΒΑΘΜΟΥ (ΟΣΜΒ, p = 0) ως
προς τις εκτατικές ανεξάρτητες µεταβλητές.

Μια συνάρτηση f , n−ανεξάρτητων εκτατικών µεταβλητών (x1, . . . , xn) ο-
νοµάζεται οµογενής p-ϐαθµού (ΟΣpΒ) εάν (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β΄):

f(x1, x2, . . . , xn) =
1

λp
f(λx1, λx2, . . . , λxn). (1.34)
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Για ΟΣΠΒ ισχύει το ϑεώρηµα του EULER (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Β΄):

f(x1, x2, . . . , xn) =

n∑
i=1

(
∂f

∂xi

)
xj ̸=i

xi, (1.35)

Για να απλοποιήσουµε το συµβολισµό των µερικών παραγώγων συχνά ϑα
γράφουµε τις εξισώσεις ως

f(x1, x2, . . . , xn) =

n∑
i=1

∂f

∂xi

xi. (1.36)

Μια διαδικασία µεταβολής του συστήµατος λέγεται ΑΝΤΙΣΤΡΕΠΤΗ όταν ϐρίσκε-
ται συνεχώς σε κατάσταση ισορροπίας. ΄Αλλως είναι ΜΗ-ΑΝΤΙΣΤΡΕΠΤΗ.

Μια διαδικασία µεταβολής κλειστού συστήµατος λέγεται Α∆ΙΑΒΑΤΙΚΗ (αντι-
στρεπτή ή µη-) εάν το σύστηµα είναι ϑερµικά µονωµένο από το περιβάλλον, δηλ.
το µη-τέλειο διαφορικό της ϑερµότητας (q) είναι µηδέν, dq = 0. Με άλλα λόγια,
το αδιαβατικό κλειστό σύστηµα µπορεί να ανταλλάσσει έργο µε το περιβάλλον
όχι όµως µάζα.

1.6 Η Θεµελειώδης Εξίσωση της Θερµοδυναµικής

Το ϑεώρηµα του EULER για την εσωτερική ενέργεια συνεπάγεται :

U(S, V, n1, n2, . . . , nr) =

(
∂U

∂S

)
V,ni

S+

(
∂U

∂V

)
S,ni

V +

r∑
i=1

(
∂U

∂ni

)
S,V,nj ̸=i

ni.

(1.37)
Ορίζονται οι εντατικές ϑερµοδυναµικές ποσότητες :

ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ : T =

(
∂U

∂S

)
V,ni

(1.38)

ΠΙΕΣΗ: − P =

(
∂U

∂V

)
S,ni

(1.39)

ΧΗΜΙΚΟ ∆ΥΝΑΜΙΚΟ : µi =

(
∂U

∂ni

)
S,V,nj ̸=i

. (1.40)

Οι ποσότητες (xi,
∂f
∂xi

) ονοµάζονται ΣΥΖΥΓΕΙΣ. ΄Ετσι τα Ϲεύγη,
(S, T ), (V,−P ), (ni, µi), αντιστοιχούν σε συζυγείς µεταβλητές.

Η ϑεµελιώδης εξίσωση της ϑερµοδυναµικής, ϑεωρώντας την ενέργεια ως τη
ϐασική συνάρτηση (ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑΣ), γράφεται :
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U(S, V, ni) = TS − PV +

r∑
i=1

µini (1.41)

dU = TdS − PdV +

r∑
i=1

µidni (1.42)

Επίσης, ϑεωρώντας την εντροπία ως τη ϐασική συνάρτηση (ΑΝΑΠΑΡΑΣΤΑΣΗ

ΕΝΤΡΟΠΙΑΣ)

S(U, V, ni) =
1

T
U +

P

T
V −

r∑
i=1

µi

T
ni (1.43)

dS =
1

T
dU +

P

T
dV −

r∑
i=1

µi

T
dni (1.44)

1.7 Θερµοδυναµικά Αξιώµατα

1.7.1 Πρώτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα: ∆ιατήρηση της ολικής
ενέργειας

Για ένα ΜΟΝΩΜΕΝΟ σύστηµα η εσωτερική ενέργεια είναι σταθερή.

dU = 0. (1.45)

Για ένα ΚΛΕΙΣΤΟ ή ΑΝΟΙΚΤΟ σύστηµα

dU = dq + dw +

r∑
i=1

µidni. (1.46)

dq και dw είναι η ϑερµότητα και το έργο που ανταλλάσσει το σύστηµα µε το
περιβάλλον. Εάν το έργο είναι της µορφής (P, V ), τότε

dU = dq − PdV +

r∑
i=1

µidni. (1.47)

Για πεπερασµένες µεταβολές

∆U = q + w +

r∑
i=1

µi∆ni. (1.48)
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Θερµότητα είναι η ενέργεια που µεταφέρεται λόγω της χαοτικής κίνησης των µο-
ϱίων, ενώ έργο ονοµάζουµε την ενέργεια που µεταφέρεται λόγω των µηχανικών
αλληλεπιδράσεων συστήµατος-περιβάλλοντος. Και οι δύο ποσότητες ϑεωρούνται
ϑετικές όταν προσφέρονται από το περιβάλλον στο σύστηµα και αρνητικές όταν το
σύστηµα προσφέρει ενέργεια στο περιβάλλον.

Τα ποσά ϑερµότητας και έργου εξαρτώνται από τον τρόπο παραγωγής τους
και για αυτό οι απειροστές ποσότητες dq και dw δεν είναι τέλεια διαφορικά
(συµβολίζονται όπως τα τέλεια διαφορικά). Αντιθέτως, τα dU και dS είναι τέλεια
διαφορικά και οι τιµές των συναρτήσεων U και S δεν εξαρτώνται από τον τρόπο
που το σύστηµα ϕτάνει σε αυτές. Τα U και S είναι ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ΚΑΤΑΣΤΑ-
ΣΕΩΝ.

Μπορούµε να ϑεωρήσουµε τον όρο
∑r

i=1 µidni ως µια µορφή έργου και να
έχουµε το γενικό τύπο

dU = dq + dw (1.49)

1.7.2 ∆εύτερο ϑερµοδυναµικό αξίωµα: Αύξηση της εντρο-
πίας

Για ένα ΜΟΝΩΜΕΝΟ σύστηµα µια µεταβολή στο χρονικό διάστηµα [t, t+dt] της
κατάστασης του συστήµατος πάντα συνεπάγεται αύξηση (ή διατήρηση) της εντρο-
πίας. Παράγεται εντροπία κατά τις Μη-αντιστρεπτές µεταβολές του συστήµατος,
ενώ η εντροπία διατηρείται εάν οι µεταβολές είναι αντιστρεπτές.(

dST

dt

)
UT ,VT ,nT

i

≥ 0 (1.50)

Οι ϑερµοδυναµικές καταστάσεις ισορροπίας µε σταθερές την εσωτερική ενέργεια,
τον όγκο και τον αριθµό των σωµατιδίων (µονωµένα συστήµατα) αντιστοιχούν σε
ΜΕΓΙΣΤΑ της συνάρτησης εντροπίας ως προς µη-περιορισµένες (unconstrained)
διαµερίσεις (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ∆΄). ∆ηλαδή, η συνάρτηση

ST (Ul, Vl, nil;UT , VT , n
T
i ) ικανοποιεί τις συνθήκες

(Gradient) (∂ST )UT ,VT ,nT
i
= 0 (ακρότατο), δηλ., (1.51)

∂ST

∂Ul

i⃗ +
∂ST

∂Vl

j⃗ +
∂ST

∂nil

k⃗ = 0, και (1.52)

(Hessian) (∂2ST )UT ,VT ,nT
i
≤ 0. (1.53)

Θεωρώντας την εντροπία ως συνάρτηση δύο µεταβλητών (για παράδειγµα της ε-
νέργειας και του όγκου) η συνθήκη µεγίστου συνεπάγεται (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ∆΄)[(

∂2ST

∂U2
l

)
≤ 0,

∂2ST

∂U2
l

∂2ST

∂V 2
l

−
(

∂2ST

∂Ul∂Vl

)2

≥ 0

]
(1.54)
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1.7.3 Γενίκευση του ∆εύτερου ϑερµοδυναµικού αξιώµατος

Για ΚΛΕΙΣΤΑ ή ΑΝΟΙΚΤΑ συστήµατα η µεταβολή της εντροπίας µπορεί να ϑε-
ωρηθεί ως αποτέλεσµα της αντιστρεπτής ανταλλαγής ενέργειας και ύλης µε το
περιβάλλον (deS) και Μη-αντιστρεπτών διεργασιών (diS) που λαµβάνουν
χώρα εντός του συστήµατος

dS = deS + diS. (1.55)

Το ∆εύτερο ϑερµοδυναµικό αξίωµα σε αυτή την περίπτωση διατυπώνεται ως

diS

dt
≥ 0, (1.56)

και συµπεριλαµβάνει τα ΜΟΝΩΜΕΝΑ συστήµατα µια και σε αυτήν την περίπτωση
οι µόνες µεταβολές που µπορούν να επιφέρουν αύξηση της εντροπίας είναι οι Μη-
αντιστρεπτές. Εάν το σύστηµα ϑεωρείται ως ένωση p υποσυστηµάτων τότε για
κάθε υποσύστηµα l ισχύει

diSl

dt
≥ 0, ή diSl ≥ 0, l = 1, . . . , p (1.57)

Η µεταβολή της εντροπίας λόγω αντιστρεπτής ανταλλαγής ενέργειας και ύλης µε
το περιβάλλον υπολογίζεται από την εξίσωση

deS =
dq

T
=

dU − dw

T
=

dU + PdV −
∑r

i=1 µideni

T
. (1.58)

Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η΄ που περιγράφει τη ϑερµοδυναµική Μη-αντιστρεπτών διερ-
γασιών δείχνουµε πως υπολογίζουµε το diS για µια κατηγορία Μη-αντιστρεπτών
µεταβολών.

1.7.4 Τρίτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα

Η εντροπία ενός συστήµατος στην απόλυτη ϑερµοκρασία του µηδενός (T = 0)
είναι µηδέν (S0 = 0). Αυτό συνεπάγεται από την κβαντική συµπεριφορά του
συστήµατος όπου στο απόλυτο µηδέν το σύστηµα ϐρίσκεται στη µη–εκφυλισµένη
ϑεµελιώδη κατάστασή του (Ω = 1). Εάν όµως η ϑεµελιώδης κατάσταση είναι
εκφυλισµένη µε ϐαθµό εκφυλισµού Ω = k, τότε S0 = kBlnk.

1.8 Συνθήκες Ισορροπίας και ευστάθειας

Εάν (U, S, T, V, P, µi, ni) είναι Συναρτήσεις Καταστάσεων του συστήµατος και
(U ′, S′, T ′, V ′, P ′, µ′

i, n
′
i) περιγράφουν την κατάσταση του περιβάλλοντος, η
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συνθήκη, η ολική εντροπία, ST = S + S′ (σύστηµα+περιβάλλον), να έχει α-
κρότατο ((∂ST )UT ,VT ,nT

i
= 0) µε τους δεσµούς,

U + U ′ = UT (1.59)
V + V ′ = VT (1.60)
ni + n′

i = nT
i , i = 1, . . . , r (1.61)

ή

δU + δU ′ = 0 (1.62)
δV + δV ′ = 0 (1.63)
δni + δn′

i = 0, i = 1, . . . , r (1.64)

οδηγεί

T = T ′ (ϑερµική ισορροπία) (1.65)
P = P ′ (µηχανική ισορροπία) (1.66)
µi = µ′

i, i = 1, . . . , r (ισορροπία µαζών). (1.67)

Η µέθοδος για να ϐρούµε τα ακρότατα µιας συνάρτησης που ικανοποιεί ο-
ϱισµένους δεσµούς (εξισώσεις µεταξύ των µεταβλητών της) είναι η µέθοδος των
Πολλαπλασιαστών Lagrange (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ΄).

Γενικά έχουµε,
dS = deS + diS ≥ deS. (1.68)

Από την εξίσωση 1.58 συµπεραίνουµε ότι για οποιοδήποτε σύστηµα και ανεξάρ-
τητα των οριακών του συνθηκών ισχύει (ανισότητα CLAUSIUS)

TdS ≥ dq (1.69)

ή για πεπερασµένες µεταβολές

T∆S ≥ q (1.70)

Η ισότητα στις παραπάνω ανισότητες αληθεύει για αντιστρεπτές διαδικασίες,

T∆S = q. Επίσης, ισχύει

δU ≤ TδS − PδV +

r∑
i=1

µiδni. (1.71)

Για αντιστρεπτές διαδικασίες

dU = TdS − PdV +

r∑
i=1

µidni. (1.72)
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Σε καταστάσεις ισορροπίας µε σταθερή εντροπία, όγκο και σύσταση, η εσωτερι-
κή ενέργεια ϐρίσκεται σε ΕΛΑΧΙΣΤΟ ως προς µη-περιορισµένες (unconstrained) ε-
σωτερικές διαµερίσεις, U(Sl, Vl, nil;ST , VT , n

T
i ) (για απλοποίηση παραλείπου-

µε τους δείκτες l, T που συµβολίζουν µία διαµέριση)

(Gradient) (∂U)S,V,ni = 0 (ακρότατο), (1.73)

(Hessian) (∂2U)S,V,ni ≥ 0 (ελάχιστο). (1.74)

Θεωρώντας την U ως συνάρτηση δύο µεταβλητών (για παράδειγµα της εντροπίας
και του όγκου) η συνθήκη ελαχίστου συνεπάγεται (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ∆΄)[(

∂2U

∂S2

)
≥ 0,

∂2U

∂S2

∂2U

∂V 2
−
(

∂2U

∂S∂V

)2

≥ 0.

]
(1.75)

Επιπλέον, για τη µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας ως προς τον χρόνο ισχύει

(dU/dt)S,V,ni ≤ 0. (1.76)

Η ανισότητα στην 1.69 ισχύει για µη–αντιστρεπτές µεταβολές. Αυτό σηµαίνει ότι
υπάρχουν επιπλέον ιδιότητες του συστήµατος (ανεξάρτητες µεταβλητές) που δεν
ελέγχουµε !

Από τις ανισότητες 1.54 που εξασφαλίζουν το µέγιστο στη συνάρτηση της ολι-
κής εντροπίας (∂2S < 0) ή τις ανισότητες 1.75 που εξασφαλίζουν το ελάχιστο της
εσωτερικής ενέργειας (∂2U > 0), αποδεικνύεται ότι :

V kT =

(
∂V

∂(−P )

)
T,ni

≥ 0, (1.77)

CV

T
=

(
∂S

∂T

)
V,ni

≥ 0, (1.78)(
∂ni

∂µi

)
T,V,µj

≥ 0. (1.79)

Επίσης,

CP = T

(
∂S

∂T

)
P,ni

, (1.80)

CP − CV > 0. (1.81)

Ορίζονται οι ποσότητες
ΘΕΡΜΟΧΩΡΗΤΙΚΟΤΗΤΑ ΥΠΟ ΣΤΑΘΕΡΟ ΟΓΚΟ:

dq = CV dT. (1.82)

Επίσης,

CV =

(
∂U

∂T

)
V,ni

(1.83)



32 ΒΙΒΛΙΟΓΡΑΦΙΑ

ΘΕΡΜΟΧΩΡΗΤΙΚΟΤΗΤΑ ΥΠΟ ΣΤΑΘΕΡΑ ΠΙΕΣΗ:

dq = CPdT (1.84)

ΙΣΟΒΑΡΗΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΘΕΡΜΙΚΗΣ ∆ΙΑΣΤΟΛΗΣ:

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
P,ni

(1.85)

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΙΣΟΘΕΡΜΗΣ ΣΥΜΠΙΕΣΤΟΤΗΤΑΣ:

κT = −
1

V

(
∂V

∂P

)
T,ni

(1.86)

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΙΣΟΕΝΤΡΟΠΙΚΗΣ ΣΥΜΠΙΕΣΤΟΤΗΤΑΣ:

κS = −
1

V

(
∂V

∂P

)
S,ni

(1.87)

1.9 ∆ιακυµάνσεις της εντροπίας γύρω από την κα-
τάσταση ισορροπίας

Για ένα κλειστό ή ανοικτό σύστηµα η αλληλεπίδραση µε το περιβάλλον επιφέρει
διακυµάνσεις στην ενέργεια, στον όγκο ή/και στη µάζα του συστήµατος από τις τι-
µές τους στην κατάσταση ισορροπίας, (Ueq, Veq, nieq). Η συνολική µεταβολή της
εντροπίας (σύστηµα + περιβάλλον) από την κατάσταση ισορροπίας προσεγγίζεται
µε µια σειρά Taylor

S(Ueq + δU, Veq + δV, nieq + δni) = Seq(Ueq, Veq, nieq)

+ δS(δU, δV, δni)

+
1

2
δ2S(δU, δV, δni)

+ · · · . (1.88)

Η µεταβολή πρώτης τάξεως για την εντροπία δίδεται από τη σχέση

δS(δU, δV, δni) =

(
1

T
−

1

Teq

)
δU+

(
P

T
−

Peq

Teq

)
δV −

r∑
i=1

(
µi

T
−

µeqi

Teq

)
δni.

(1.89)
Στην κατάσταση ισορροπίας ισχύει ότι

T = Teq

P = Peq

µi = µeqi, i = 1, · · · , r,
(1.90)
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και εποµένως δS = 0. Οι µεταβολές δεύτερης τάξης υπολογίζονται ως

δ2S(δT, δV, δni) = −
[
CV

T 2
eq

]
(δT )2 (< 0) (1.91)

−
[

1

TeqVeqκT

]
(δV )2 (< 0) (1.92)

−
∑
ij

[
∂

∂nj

(
µi

Teq

)]
(δniδnj) (< 0), (1.93)

όπου η εσωτερική ενέργεια έχει αντικατασταθεί µε τη ϑερµοκρασία (δU = CV δT ).
Επειδή στην κατάσταση ισορροπίας έχουµε δS = 0 συµπεραίνουµε ότι

S − Seq =
1

2
δ2S < 0. (1.94)

Αυτό σηµαίνει ότι, όταν το σύστηµα αποµακρύνεται από την κατάσταση ισορροπίας
αντιδρά και µε Μη-αντιστρεπτές διαδικασίες παράγει εντροπία ίση µε diS =
Seq−S = −1

2
δ2S > 0, σε συµφωνία µε τον ∆εύτερο νόµο της Θερµοδυναµικής.

Η κατάσταση είναι ευσταθής . Εάν όµως συµβεί δ2S ≥ 0, τότε η κατάστασης
γίνεται ασταθής και το σύστηµα µεταβαίνει σε µια νέα κατάσταση ισορροπίας.

Επιπλέον, επειδή αναφερόµαστε σε Μη-αντιστρεπτές µεταβολές ο τύπος που
δίδει τη διακύµανση της εντροπίας δεύτερης τάξης (δ2S) ισχύει για κάθε σύστηµα,
µονωµένο, κλειστό ή ανοικτό.

Η ευστάθεια µιας κατάστασης ισορροπίας (Seq) διατυπώνεται µαθηµατικά ως
εξής: Η διακυµάνσεις δεύτερης τάξης της εντροπίας γύρω από την κατάσταση
ισορροπίας είναι µια συνάρτηση Lyapunov

L(δT, δV, δni) =
1

2
δ2S(δT, δV, δni) < 0, (1.95)

και η ϑερµοδυναµική κατάσταση είναι ευσταθής όταν ισχύει

dL(δT, δV, δni)

dt
=

d

dt

(
δ2S(δT, δV, δni)

2

)
> 0. (1.96)

Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η΄ για τις Μη-αντιστρεπτές µεταβολές ϑα δούµε πως υπολογίζου-
µε τις χρονικές παραγώγους.

1.10 Μετασχηµατισµοί Legendre
και Θερµοδυναµικά δυναµικά

Για µη µονωµένα συστήµατα ϑεωρούµε ως ανεξάρτητες µεταβλητές ποσότητες που
µπορούµε να ελέγχουµε καλλίτερα στο εργαστήριο, όπως η ϑερµοκρασία και η
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πίεση. Σε αυτές τις περιπτώσεις τα κατάλληλα ϑερµοδυναµικά δυναµικά περι-
γράφονται µε ένα µετασχηµατισµό Legendre της εσωτερικής ενέργειας. Οι κατα-
στάσεις ισορροπίας του συστήµατος αντιστοιχούν στα ακρότατα του ϑερµοδυναµι-
κού δυναµικού που έχουν ελάχιστο ως προς τις εκτατικές µεταβλητές και µέγιστο
ως προς τις εντατικές µεταβλητές.

α΄) Ανεξάρτητες µεταβλητές (S, P, ni). ΕΝΘΑΛΠΙΑ.

H(S, P, ni) = U − (−P )V (1.97)

dH = TdS + V dP +
r∑

i=1

µidni (1.98)

(
∂H

∂S

)
P,ni

= T,

(
∂H

∂P

)
S,ni

= V

(
∂H

∂ni

)
S,P,nj

= µi. (1.99)

Σε καταστάσεις ισορροπίας η ενθαλπία ϐρίσκεται σε ελάχιστο (ως προς
µη-περιορισµένες (unconstrained) εσωτερικές διαµερίσεις) ως αναφορά τις
εκτατικές µεταβλητές και µέγιστο ως προς τις εντατικές µεταβλητές.

(∂H)S,P,ni = 0 (ακρότατο), (1.100)(
∂2H

∂S2

)
P,ni

≥ 0,

(
∂2H

∂P 2

)
S,ni

≤ 0,

(
∂2H

∂n2
i

)
S,P,nj

≥ 0. (1.101)

(
dH
dt

)
S,P,ni

= −T diS
dt

≤ 0, (1.102)

CP =

(
∂H

∂T

)
P

, (1.103)

(dH)P = dq. (1.104)

ϐ΄) Ανεξάρτητες µεταβλητές (T, V, ni). ΕΛΕΥΘΕΡΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ HELMHOLTZ.

A(T, V, ni) = U − TS (1.105)

dA = −SdT − PdV +

r∑
i=1

µidni (1.106)
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∂A

∂T

)
V,ni

= −S,

(
∂A

∂V

)
T,ni

= −P,

(
∂A

∂ni

)
T,V,nj

= µi.

(1.107)

Σε καταστάσεις ισορροπίας η ελεύθερη ενέργεια HELMHOLTZ ϐρίσκεται σε
ελάχιστο (ως προς µη-περιορισµένες εσωτερικές διαµερίσεις) ως αναφορά τις
εκτατικές µεταβλητές και µέγιστο ως προς τις εντατικές µεταβλητές.

(∂A)T,V,ni = 0 (ακρότατο), (1.108)(
∂2A

∂T 2

)
V,ni

≤ 0,

(
∂2A

∂V 2

)
T,ni

≥ 0,

(
∂2A

∂n2
i

)
T,V,nj

≥ 0. (1.109)

(
dA
dt

)
T,V,ni

= −T diS
dt

≤ 0. (1.110)

γ΄) Ανεξάρτητες µεταβλητές (T, P, ni). ΕΛΕΥΘΕΡΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ GIBBS.

G(T, P, ni) = U − TS − (−P )V = H − TS = A + PV

(1.111)
Από το ϑεώρηµα Euler για την ελεύθερη ΕΝΕΡΓΕΙΑ Gibbs συµπεραίνουµε

G(T, P, ni) =

r∑
i=1

µi(T, P )ni =

r∑
i=1

µini (1.112)

dG = −SdT + V dP +

r∑
i=1

µidni (1.113)

(
∂G

∂T

)
P,ni

= −S,

(
∂G

∂P

)
T,ni

= V,

(
∂G

∂ni

)
T,P,nj

= µi. (1.114)

Σε καταστάσεις ισορροπίας η ελεύθερη ενέργεια GIBBS ϐρίσκεται σε ελάχι-
στο (ως προς µη-περιορισµένες εσωτερικές διαµερίσεις) ως αναφορά τις εκτα-
τικές µεταβλητές και µέγιστο ως προς τις εντατικές µεταβλητές.

(∂G)T,P,ni = 0 (ακρότατο), (1.115)(
∂2G

∂T 2

)
P,ni

≤ 0,

(
∂2G

∂P 2

)
T,ni

≤ 0,

(
∂2G

∂n2
i

)
T,P,nj

≥ 0. (1.116)

(
dG
dt

)
T,P,ni

= −T diS
dt

≤ 0. (1.117)
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δ΄) Ανεξάρτητες µεταβλητές (T, V, µi). ΕΛΕΥΘΕΡΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ Φ.

Φ(T, V, µi) = A −
r∑

i=1

niµi = A − G = −PV (1.118)

dΦ = −SdT − PdV −
r∑

i=1

nidµi (1.119)

(
∂Φ

∂T

)
V,µi

= −S,

(
∂Φ

∂V

)
T,µi

= −P,

(
∂Φ

∂µi

)
T,V,µj

= −ni.

(1.120)

Σε καταστάσεις ισορροπίας η ελεύθερη ενέργεια Φ ϐρίσκεται σε ελάχιστο
(ως προς µη-περιορισµένες εσωτερικές διαµερίσεις) ως αναφορά τις εκτατικές
µεταβλητές και µέγιστο ως προς τις εντατικές µεταβλητές.

(∂Φ)T,V,µi = 0 (ακρότατο), (1.121)(
∂2Φ

∂T 2

)
V,µi

≤ 0,

(
∂2Φ

∂V 2

)
T,µi

≥ 0,

(
∂2Φ

∂µ2
i

)
T,V,µj

≤ 0 (1.122)

(
dΦ
dt

)
T,V,µi

= −T diS
dt

≤ 0. (1.123)

1.11 Εξισώσεις Maxwell

(
∂T

∂V

)
S

= −
(
∂P

∂S

)
V

, (1.124)(
∂T

∂P

)
S

=

(
∂V

∂S

)
P

, (1.125)(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

, (1.126)(
∂S

∂P

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
P

. (1.127)
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1.12 Γενίκευση

Εάν ϑεωρήσουµε το γενικό ϑερµοδυναµικό δυναµικό

Ψ(X1, X2, . . . , Xr, Ir+1, Ir+2, . . . , Is), (1.128)

ως συνάρτηση r εκτατικών µεταβλητών, (X1, X2, . . . , Xr) και s − r συζυγών
εντατικών µεταβλητών, (Ir+1, Ir+2, . . . , Is) τότε :

Αντιστρεπτές µεταβολές :

dΨ =

r∑
i=1

IidXi −
s∑

j=r+1

XjdIj. (1.129)

Εξισώσεις Maxwell

∂Ii

∂Ij
= −

∂Xj

∂Xi

, (j > r και i ≤ r). (1.130)

∂Xi

∂Ij
=

∂Xj

∂Ii
, (i, j ≤ r). (1.131)

∂Ii

∂Xj

=
∂Ij

∂Xi

, (i, j > r). (1.132)

Σε καταστάσεις ισορροπίας µε σταθερές τις παραµέτρους του περιβάλλοντος,
το ϑερµοδυναµικό δυναµικό ϐρίσκεται σε ακρότατο ως προς µη-περιορισµένες
εσωτερικές διαµερίσεις

∂Ψ = 0. (1.133)

Η Ψ είναι κυρτή (convex) συνάρτηση ως προς τις εκτατικές µεταβλητές(
∂2Ψ

∂X2
i

)
X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xr,Ir+1,...,Is

≥ 0, (1.134)

και κοίλη (concave) συνάρτηση ως προς τις εντατικές µεταβλητές(
∂2Ψ

∂I2
r+j+1

)
X1,...,Xr,Ir+1,...,Ir+j ,Ir+j+2,...,Is

≤ 0. (1.135)

Τα κριτήρια ευστάθειας των καταστάσεων ισορροπίας αφορούν συζυγείς µετα-
ϐλητές (Xi, Ii):(

∂Ii

∂Xi

)
X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xr,Ir+1,...,Is

≥ 0, [(S, T ), (V,−P ), (ni, µi)] .

(1.136)
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1.13 Εξίσωση Gibbs-Duhem

SdT − V dP +

r∑
i=1

nidµi = 0. (1.137)

1.14 Θερµοδυναµικές Σχέσεις

α΄) Θεωρώντας ως µεταβλητές τα (V, T ), την ύπαρξη µιας εξίσωσης καταστάσεων
που δίδει την πίεση ως συνάρτηση των P = f(V, T ) και τη ϑερµοχωρητι-
κότητα υπό σταθερό όγκο, δείξτε ότι

(i)

(
∂CV

∂V

)
T

= T

(
∂2P

∂T 2

)
V

(1.138)

(ii)

(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

(1.139)

(iii)

(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P (1.140)

(iv)

(
∂H

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

+ V

(
∂P

∂V

)
T

(1.141)

= T

(
∂P

∂T

)
V

−
1

κT

(1.142)

(v) CP − CV = −T

[(
∂P

∂T

)
V

]2
/

(
∂P

∂V

)
T

(1.143)

= κTTV

[(
∂P

∂T

)
V

]2
(1.144)

= TV α2/κT (1.145)

(vi)

(
∂H

∂T

)
V

= CV + V

(
∂P

∂T

)
V

(1.146)

ϐ΄) Θεωρώντας ως µεταβλητές τα (P, T ), την ύπαρξη µιας εξίσωσης καταστάσεων
που δίδει τον όγκο ως συνάρτηση των V = f(P, T ) και τη ϑερµοχωρητι-
κότητα υπό σταθερή πίεση, δείξτε ότι
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(i)

(
∂CP

∂P

)
T

= −T

(
∂2V

∂T 2

)
P

(1.147)

(ii)

(
∂S

∂P

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
P

(1.148)

= −V α (1.149)

(iii)

(
∂U

∂P

)
T

= −T

(
∂V

∂T

)
P

− P

(
∂V

∂P

)
T

(1.150)

= −TV α + PV κT (1.151)

(iv)

(
∂H

∂P

)
T

= V − T

(
∂V

∂T

)
P

(1.152)

= V − TV α (1.153)

(v) CP − CV = −T

[(
∂V

∂T

)
P

]2
/

(
∂V

∂P

)
T

(1.154)

= TV α2/κT (1.155)

(vi)

(
∂U

∂T

)
P

= CP − P

(
∂V

∂T

)
P

(1.156)

= CP − PV α (1.157)

γ΄) Για αδιαβατικές και αντιστρεπτές διαδικασίες (dS = 0) ϐρείτε συναρτήσει των
ϑερµοχωρητικοτήτων
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(i)

(
∂T

∂V

)
S

= −
T

CV

(
∂P

∂T

)
V

(1.158)

(ii)

(
∂T

∂P

)
S

=
T

CP

(
∂V

∂T

)
P

(1.159)

=
TV α

CP

(1.160)

(iii)

(
∂V

∂P

)
S

=
CV

CP

(
∂V

∂P

)
T

(1.161)

=

(
∂V

∂P

)
T

+
T

CP

[(
∂V

∂T

)
P

]2
(1.162)

= −κTV +
α2V 2T

CP

(1.163)

CP

CV

=
κT

κS

(1.164)

(iv)

(
∂P

∂V

)
S

=

(
∂P

∂V

)
T

−
T

CV

[(
∂P

∂T

)
V

]2
(1.165)

= −
1

κTV
−

α2

κ2
T

T

CV

(1.166)

1.15 Νόµος των ϕάσεων (Gibbs)

΄Ενα σύστηµα αποτελείται από C ανεξάρτητα συστατικά και Φ ϕάσεις. Ο αριθµός
των ανεξάρτητων εντατικών ιδιοτήτων (µεταβλητών) που µπορούµε να ορίσουµε
είναι

F = C − Φ + 2 (1.167)

F = Βαθµοί Ελευθερίας,
C = Αριθµός Συστατικών,
Φ = Αριθµός Φάσεων.

Οι εντατικές µεταβλητές µπορούν να είναι, ϑερµοκρασία, πίεση, χηµικά δυναµικά,
άλλες µερικές γραµµοµοριακές ποσότητες , (∂X/∂ni)T,P,nj , και τα γραµµοµο-
ϱιακά κλάσµατα (χr

i ) κάθε συστατικού i σε όλες τις ϕάσεις r,

χr
i =

nr
i

nr
, nr =

C∑
i=1

nr
i , r = 1, . . . ,Φ. (1.168)

Εάν λαµβάνουν χώρα R ανεξάρτητες χηµικές αντιδράσεις µεταξύ των συστα-
τικών του συστήµατος και υπάρχουν M δεσµοί (εξισώσεις) µεταξύ των εντατικών
µεταβλητών, τότε ο νόµος των ϕάσεων παίρνει τη µορφή

F = C − Φ + 2 − R − M (1.169)
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1.16 Θεώρηµα Duhem

Για ένα κλειστό σύστηµα µε οποιοδήποτε αριθµό ϕάσεων, συστατικών και
χηµικών αντιδράσεων, εάν οι αρχικές γραµµοµοριακές ποσότητες των συ-
στατικών του ενώσεων είναι καθορισµένες τότε οι καταστάσεις ισορροπίας
ορίζονται µόνο µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές.
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Κεφάλαιο 2

Ανάλυση των ϐασικών
εννοιών της Θερµοδυναµικής

2.1 Εισαγωγή

Σε αυτό το κεφάλαιο γίνεται η επεξήγηση, η ανάλυση και η απόδειξη των εξισώσεων
που καταγράφηκαν στο προηγούµενο κεφάλαιο. Η µελέτη των ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΩΝ
είναι αναγκαία.

2.2 Συµβολισµοί

Μια συνάρτηση πολλών µεταβλητών (εδώ για πρακτικούς λόγους παίρνουµε µόνο
δύο) ϑεωρούµε ότι µεταβάλλεται απειροστά εάν δώσουµε µια απειροστή µεταβο-
λή σε κάθε διάσταση. Η τιµή της συνάρτησης στο νέο σηµείο προσεγγίζεται µε
την ανάπτυξη Taylor ως προς το αρχικό σηµείο. Θεωρούµε ότι, στις µεταβολές
που επιφέρουµε στο σύστηµα µια γραµµική προσέγγιση (Σχήµα 2.1), στην οποία
πρέπει να υπολογίσουµε την κλίση της συνάρτησης στο αρχικό σηµείο ή ακόµη
καλλίτερα µια δεύτερης τάξης προσέγγιση όπου απαιτείται ο υπολογισµός της
Hessian στο αρχικό σηµείο, είναι ικανοποιητική.

Ως τέλειο ορίζουµε ένα διαφορικό (df(x1, x2)) εάν ικανοποιείται η συνθήκη

∂f

∂x1∂x2
=

∂f

∂x2∂x1
. (2.1)

Εάν το df είναι τέλειο διαφορικό, τότε το ολοκλήρωµα του µεταξύ ορισµένων
ορίων είναι ανεξάρτητο της διαδροµής που ακολουθήθηκε. Αντιθέτως, εάν το
ολοκλήρωµα εξαρτάται από τη διαδροµή τότε το διαφορικό είναι Μη-τέλειο. ΄Αρα

43
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Σχήµα 2.1: Γραµµική προσέγγιση µια συνάρτησης στο σηµείο x0. Παρατηρήστε
ότι για να περιγράψουµε την εξίσωση της ευθείας χρειαζόµαστε την πρώτη πα-
ϱάγωγο, και ότι η ευθεία είναι µια καλή προσέγγιση της συνάρτησης µόνο για
πολύ γειτονικά σηµεία στο x0.

f(x)

f(x

x0 x

0
)

0

L(0)=f(x0)−f’(x 0)x 0

f(x)

L(x)=f(x0)+f’(x 0)(x−x0)

f’(x) = (df/dx)

για µια κλειστή διαδροµή και τέλειο διαφορικό ισχύει∮
df(x1, x2) = 0, (2.2)

ενώ για ένα Μη-τέλειο διαφορικό έχουµε∮
df(x1, x2) ̸= 0. (2.3)

Στη Θερµοδυναµική µελετάµε διαδροµές που διατηρούν το σύστηµα είτε σε
κατάσταση ισορροπίας και τις ονοµάζουµε αντιστρεπτές (ή και ηµι-στατικές), είτε
Μη-αντιστρεπτές µεταβολές. Μια οποιαδήποτε απειροστή µεταβολή της συνάρ-
τησης ϑα τη συµβολίζουµε ως δf ενώ πεπερασµένες οποιεσδήποτε µεταβολές µε
∆f . ΄Οπως και µε τα τέλεια διαφορικά η τιµή της συνάρτησης στο νέο σηµείο ϑα
προσεγγίζεται µε µια ανάπτυξη Taylor.

2.3 ΄Οριο Θερµοδυναµικής

Η απόδειξη της ισχύος της Θερµοδυναµικής ή του Θερµοδυναµικού ορίου όπως
λέµε διαφορετικά, αποδεικνύεται µαθηµατικά για συστήµατα που ικανοποιούν
ορισµένες συνθήκες, όπως αυτές του άπειρου αριθµού σωµατιδίων, άπειρου όγκου
και πεπερασµένη σωµατιδιακή συγκέντρωση. Τέτοιες αναλύσεις µπορείτε να ϐρεί-
τε στις αναφορές [3, 4].
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2.4 Σύστηµα-Περιβάλλον

Είναι χρήσιµο να διακρίνουµε το σύστηµα από το περιβάλλον του. Στη Χηµεία
όταν µιλάµε για συστήµατα συνήθως εννοούµε ένα σύνολο µορίων οµοίων ή δια-
ϕορετικών. ∆εν υπάρχει όµως λόγος να περιορίζουµε το σύστηµά µας το οποίο ϑα
µπορούσε να είναι σύνολο ατόµων ή στοιχειωδών σωµατιδίων, ένα σύνολο συσσω-
µατωµάτων ατόµων ή µορίων, ένα κολλοειδές διάλυµα, ένα στερεό, ένα οµογενές
ή ανοµοιογενές διάλυµα ή και ακόµα µια χηµική ένωση που συνυπάρχει σε δια-
ϕορετικές ϕάσεις. Η ϑεωρία της Θερµοδυναµικής ισχύει για όλα τα παραπάνω
ανεξάρτητα από πια είναι η δοµική µονάδα. Μόνες προϋποθέσεις είναι ο αριθµός
των σωµατιδίων να είναι πολύ-πολύ µεγάλος και οι παρατηρήσεις µας να αφορούν
καταστάσεις ισορροπίας.

Πάντα όµως ϑα ϑεωρούµε το σύνολο, Σύστηµα + Περιβάλλον ως ένα µονωµένο
σύστηµα.

2.5 ∆ιαµερίσεις

Σχήµα 2.2: Σύστηµα ϑεωρούµενο ως η ένωση υποσυστηµάτων µε ενέργεια Ei, i =
1, 2, . . . , όγκο Vi, i = 1, 2, . . . και αριθµό µορίων Ni, i = 1, 2, . . . . Μια τέτοια
ϑεώρηση ϑα την ονοµάζουµε διαµέριση του συστήµατος.

E1 1 1, N, V

E2, V2 2, N

E3, V3, N3 

Ei , Vi , NiE4, V4 4, N

Είναι προφανές ότι για το σύνολο των υποσυστηµάτων ισχύει
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p∑
i=1

Ei = UT (σταθερά) (2.4)

p∑
i=1

Vi = VT (σταθερά) (2.5)

p∑
i=1

Ni = NT (σταθερά). (2.6)

΄Οπως και µε τη ϐαρύτητα µπορούµε να έχουµε το σύστηµα σε διάφορες κα-
ταστάσεις ισορροπίας επιβάλλοντας περιορισµούς. Στο Σχήµα 2.3α έχουµε ένα
σχετικό ελάχιστο εµποδίζοντας την πέτρα να κυλίσει. Η κατάσταση όµως αυτή δεν
αντιστοιχεί στη χαµηλότερη ενέργεια. Το ελάχιστο της ενέργειας ϑα επιτευχθεί εάν
αποµακρύνουµε όλους τους περιορισµούς (εµπόδια), οπότε έχουµε και τις ϑερµο-
δυναµικές καταστάσεις ισορροπίας. Εποµένως, ϑα διακρίνουµε τις καταστάσεις
ισορροπίας σε εκείνες µε περιορισµούς (constrained) και µε Μη-περιορισµούς
(unconstrained). ΄Ενα τέτοιο παράδειγµα παρουσιάζεται στο Σχήµα 2.4.

Σχήµα 2.3: Καταστάσεις ισορροπίας (α) µε περιορισµούς και (ϐ) Μη-
περιορισµούς.
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(β) ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ ΧΩΡΙΣ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟ(α) ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟ
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Σχήµα 2.4: Καταστάσεις ισορροπίας αερίου (α) µε περιορισµούς και (ϐ) Μη-
περιορισµούς.
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(α) ϑΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ

       ΑΕΡΙΟΥ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ

(β) ϑΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ

      ΜΕ ΜΗ−ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ

2.6 Εσωτερική Ενέργεια

Η εσωτερική ενέργεια του συστήµατος είναι η συνολική ενέργεια που έχουν τα
µόρια. Εποµένως, για έναν αριθµό µορίων N έκαστο µε ενέργεια Ei η συνολική
ενέργεια ϑα είναι (κατά προσέγγιση)

U =

N∑
i=1

Ei. (2.7)

Ως ενέργεια κάθε µορίου ϑεωρούµε το άθροισµα της ΚΙΝΗΤΙΚΗΣ (Ti) και ∆ΥΝΑ-
ΜΙΚΗΣ (Vi) του ενέργειας

Ei = Ti + Vi. (2.8)

Πρώτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα: ∆ιατήρηση της ολικής ενέργειας.

Για ένα ΜΟΝΩΜΕΝΟ σύστηµα η εσωτερική ενέργεια είναι σταθερή.

dU = 0. (2.9)

Επίσης,
δU = 0, ∆U = 0. (2.10)

Σε ένα ΚΛΕΙΣΤΟ ή ΑΝΟΙΚΤΟ σύστηµα έχουµε µεταφορά ενέργειας µεταξύ
συστήµατος και περιβάλλοντος. Την ενέργεια αυτή µακροσκοπικά τη διακρίνουµε
και τη µετρούµε σε έργο και ϑερµότητα.

Θερµότητα είναι η ενέργεια που µεταφέρεται λόγω της χαοτικής κίνησης των
µορίων, ενώ έργο ονοµάζουµε την ενέργεια που µεταφέρεται λόγω των µηχανικών
αλληλεπιδράσεων συστήµατος - περιβάλλοντος. Το τελευταίο σηµαίνει µια οργα-
νωµένη κίνηση των µορίων, όπως η µετατόπιση της δύναµης F στο Σχήµα 2.9. Η
συνολική διαστολή του αερίου στην κατεύθυνση z έχει ως συνέπεια την ανύψωση
του ϐάρους και παραγωγή έργου.
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Και οι δύο ποσότητες, ϑερµότητα και έργο, ϑεωρούνται ϑετικές όταν προ-
σφέρονται από το περιβάλλον στο σύστηµα και αρνητικές όταν το σύστηµα προ-
σφέρει ενέργεια στο περιβάλλον.

Από το νόµο διατήρησης της ενέργειας για ένα µονωµένο σύστηµα, όπως είναι
το σύνολο σύστηµα + περιβάλλον, για την εσωτερική ενέργεια του συστήµατος
ισχύει

dU = dq + dw. (2.11)

dq και dw είναι τα απειροστά ποσά ϑερµότητας και έργου που ανταλλάσσει το
σύστηµα µε το περιβάλλον. Τα ποσά ϑερµότητας και έργου εξαρτώνται από τον
τρόπο παραγωγής τους και για αυτό οι απειροστές ποσότητες dq και dw δεν είναι
τέλεια διαφορικά (συµβολίζονται επίσης µε d).

Για πεπερασµένες µεταβολές γράφουµε

∆U = Uτελικό − Uαρχικό = q + w. (2.12)

΄Αρα, εάν τα q, w είναι ϑετικά η εσωτερική ενέργεια του συστήµατος αυξάνει, ενώ
αντιθέτως εάν είναι αρνητικά η εσωτερική ενέργεια ελαττώνεται και η ενέργεια
αποδίδεται στο περιβάλλον.

Για µια κλειστή διαδροµή, δηλ. το σύστηµα επιστρέφει στην αρχική του κα-
τάσταση, προφανώς η µεταβολή της εσωτερικής ενέργειας ως συνάρτηση κατα-
στάσεων είναι µηδέν. ΄Αρα

∆U = 0 = q + w, ή w = −q. (2.13)

Το σύστηµα µπορεί να παράγει έργο τότε και µόνο τότε εάν απορροφά ϑερµότητα
από το περιβάλλον ή και αντιστρόφως, δέχεται έργο από το περιβάλλον εκλύοντας
ϑερµότητα. Εάν το σύστηµα είναι ϑερµικά µονωµένο από το περιβάλλον του η
διαδικασία λέγεται αδιαβατική (q = 0), και σε αυτήν την περίπτωση συνεπάγεται
ότι w = 0.

2.7 Εντροπία

Η εντροπία είναι η συνάρτηση καταστάσεων που µας επιτρέπει να διακρίνουµε
τις καταστάσεις ισορροπίας και τις αντιστρεπτές µεταβολές από τις αυθόρµητες
(Μη-αντιστρεπτές) µεταβολές. Αυτό µας το εγγυάται το

∆εύτερο ϑερµοδυναµικό αξίωµα: Αύξηση της εντροπίας.

Για ένα ΜΟΝΩΜΕΝΟ σύστηµα η εντροπία δεν µεταβάλλεται όταν η µεταβολή
είναι αντιστρεπτή, και πάντα αυξάνει στις Μη-αντιστρεπτές µεταβολές. Εάν ST

είναι η ολική εντροπία συστήµατος + περιβάλλοντος, τότε ο ϱυθµός µεταβολής της
στον χρόνο ικανοποιεί

dST

dt
≥ 0. (2.14)
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Η εντροπία ϑεωρείται συνάρτηση της εσωτερικής ενέργειας, του όγκου και του
αριθµού των µορίων, (U, V,N). Για ένα µονωµένο σύστηµα η εντροπία έχει τις
εξής µαθηµατικές ιδιότητες.

S(λU, λV, λN) = λS(U, V,N), (2.15)
(οµογενής συνάρτηση, εκτατική ιδιότητα) (2.16)

S(U2, V,N) ≥ S(U1, V,N) ⇐⇒ U2 ≥ U1, (2.17)
(µονότονος συνάρτηση, ϑετική ϑερµοκρασία)(2.18)

S(U1 + U2, V1 + V2, N1 +N2) ≥ S(U1, V1, N1) + S(U2, V2, N2). (2.19)
(κοίλη συνάρτηση, νόµος αύξησης της εντροπίας).

Η γεωµετρική ερµηνεία της τελευταίας ανισότητας µπορεί να δοθεί από τα Σχήµα-
τα 2.5 και 2.6. Η εντροπία ενός µονωµένου συστήµατος είναι µια µονότονος
κοίλη (concave) συνάρτηση

S (cU1 + (1− c)U2) ≥ cS(U1) + (1− c)S(U2), c ∈ [0, 1]. (2.20)

Σχήµα 2.5: Η ΕΝΤΡΟΠΙΑ ως κοίλη συνάρτηση.

U 1
U  2

S

U

S(cU 2)

 1S 

 2
S

1 ) >= cS(U2 +(1−c)U ) + (1−c)S(U1

Για ένα µονωµένο σύστηµα µπορούµε να µετατρέψουµε την περιγραφή των κα-
ταστάσεων ισορροπίας από την αναπαράσταση της εντροπίας στην αναπαράσταση
της εσωτερικής ενέργειας (Σχήµατα 2.7,2.8).
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Σχήµα 2.6: Η ΕΝΤΡΟΠΙΑ ως αύξουσα µονοτονική συνάρτηση.

S

U

V

S

U(λS, λV, λN) = λU(S, V,N), (2.21)
(οµογενής συνάρτηση, εκτατική ιδιότητα) (2.22)

U(S2, V,N) ≥ U(S1, V,N) ⇐⇒ S2 ≥ S1, (2.23)
(µονότονος συνάρτηση, ϑετική ϑερµοκρασία) (2.24)

U(S1 + S2, V1 + V2, N1 +N2) ≤ U(S1, V1, N1) + U(S2, V2, N2). (2.25)
(κυρτή συνάρτηση, νόµος ελάττωσης της ενέργειας).

Η ενέργεια είναι µια κυρτή (convex) συνάρτηση, που σηµαίνει ότι (Σχήµατα
2.7 και 2.8).

U (cS1 + (1− c)S2) ≤ cU(S1) + (1− c)U(S2), c ∈ [0, 1]. (2.26)

Αποδείξτε ότι για ένα ΜΟΝΩΜΕΝΟ σύστηµα οι ιδιότητες της Εσωτερικής Ενέρ-
γειας ως µια κυρτή συνάρτηση έπονται από τις ιδιότητες της Εντροπίας ως µια κοίλη
συνάρτηση.
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Σχήµα 2.7: Η ΕΝΕΡΓΕΙΑ ως κυρτή συνάρτηση.

  1 +(1−c)S 2] <= cU(S 1 ) + (1−c)U(S 2 ) U[cS

S

U

 
S 2S

U 
2

1

 1 U

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
Θεωρούµε τρία σηµεία της καµπύλης S = S(U),

S1 = S(U1), (2.27)
S2 = S(U2), (2.28)
S∗ = S(U∗) = cS1 + (1− c)S2, c ∈ [0, 1], (2.29)

δηλ. η ενέργεια U∗ αντιστοιχεί σε µια ενδιάµεση τιµή της εντροπίας, µεταξύ S1

και S2.
U∗ = U(cS1 + (1− c)S2). (2.30)

΄Αρα, εξ ορισµού

S(U∗) = S[U(cS1 + (1− c)S2)] = cS1 + (1− c)S2 (2.31)
= cS[U1(S1)] + (1− c)S[U2(S2)] (2.32)
≤ S[cU1(S1) + (1− c)U2(S2)]. (2.33)

Η µονοτονική συµπεριφορά της Εντροπίας ως προς την ενέργεια σηµαίνει ότι

U(cS1 + (1− c)S2)) ≤ cU1(S1) + (1− c)U2(S2). (2.34)

ο.ε.δ.
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Σχήµα 2.8: Η Ενέργεια ως ϕθίνουσα µονοτονική συνάρτηση.

ΣΗΜΕΙΩΣΤΕ ότι, σε κοίλες επιφάνειες κάθε εφαπτόµενο (υπερ-)επίπεδο (ευθεία)
έχει όλη την επιφάνεια από κάτω, ενώ σε κυρτές επιφάνειες κάθε εφαπτόµενο (υπερ-
)επίπεδο (ευθεία) έχει όλη την επιφάνεια από πάνω.

Επειδή κάθε σηµείο στην κοίλη επιφάνεια της εντροπίας είναι σηµείο ισορροπίας
ικανοποιούνται και οι συνθήκες µεγίστου (ανισότητες (1.54) ). Το ίδιο ισχύει και για
την κυρτή επιφάνεια της εσωτερικής ενέργειας όπου ισχύουν οι συνθήκες ελαχίστου
(ανισότητες (1.75) ).

΄Οταν η επιφάνεια της εντροπίας αλλάζει καµπυλότητα και παύει να είναι κοίλη
(αντιστοίχως η επιφάνεια της εσωτερικής ενέργειας δεν είναι κυρτή), τότε δεν ισχύουν
και οι ανισότητες µεγίστου (ελαχίστου) και οι καταστάσεις αυτές είναι ασταθείς. Τότε
έχουµε ανοµοιογένεια στο σύστηµα και αλλαγή ϕάσεως.

Μπορούµε να δείξουµε ότι οι ιδιότητες που αναφέρονται παραπάνω για µια
κοίλη επιφάνεια όπως η εντροπία, οδηγούν στις συνθήκες µεγίστου για τις δεύτε-
ϱες παραγώγους (ανισότητες (1.54) ) της συνάρτησης της εντροπίας. Πράγµατι,
εάν ϑεωρήσουµε ότι το σύστηµά µας είναι η ένωση δύο συστηµάτων µε ενέργεια U
έκαστο και περιορισµένο στην κατάσταση όπου, το ποσό της ενέργειας ∆U

2 έχει
µεταφερθεί από το ένα στο άλλο, έτσι ώστε η ολική ενέργεια να παραµείνει ίση µε
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2U , τότε σύµφωνα µε τον ∆εύτερο νόµο της Θερµοδυναµικής ισχύει

S

(
U +

∆U

2

)
+ S

(
U − ∆U

2

)
≤ S(2U) (2.35)

S

(
U +

∆U

2

)
+ S

(
U − ∆U

2

)
− 2S(U) ≤ 0 (2.36)

lim
∆U→0

S
(
U + ∆U

2

)
+ S

(
U − ∆U

2

)
− 2S(U)

∆U
=

∂2S

∂U2
≤ 0. (2.37)

Οµοίως µπορούν να αποδειχθούν και οι άλλες ανισότητες. Το σηµαντικό µε
τη ϑεωρία των κοίλων (κυρτών) συναρτήσεων είναι, ότι µπορεί να εφαρµοσθεί και
σε ασυνεχείς συναρτήσεις σε αντίθεση µε τις παραγώγους που προϋποθέτουν συ-
νεχείς συναρτήσεις.

Θεωρώντας τη συνολική µεταβολή της εντροπίας ενός οποιουδήποτε συστήµα-
τος, µονωµένο, κλειστό, ανοικτό, ως το άθροισµα της εντροπίας που παράγεται µε
αντιστρεπτές αλληλεπιδράσεις µε το περιβάλλον, (deS), και Μη-αντιστρεπτών
διεργασιών (diS) που λαµβάνουν χώρα εντός του συστήµατος,

dS = deS + diS, (2.38)

το ∆εύτερο ϑερµοδυναµικό αξίωµα διατυπώνεται µε την ανισότητα

diS

dt
≥ 0. (2.39)

Εάν το σύστηµα ϑεωρείται ως ένωση p υποσυστηµάτων τότε για κάθε υποσύστηµα
l ισχύει

diSl

dt
≥ 0, ή diSl ≥ 0, l = 1, . . . , p. (2.40)

Η µεταβολή της εντροπίας λόγω αντιστρεπτής ανταλλαγής ενέργειας και ύλης µε
το περιβάλλον υπολογίζεται από την εξίσωση

deS =
dq

T
=

dU − dw

T
=

dU + PdV −
∑r

i=1 µideni

T
. (2.41)

Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η΄ που περιγράφει τη ϑερµοδυναµική Μη-αντιστρεπτών διεργα-
σιών δείχνουµε πως υπολογίζουµε το diS/dt.

2.8 Θερµοκρασία-Πίεση-Χηµικό ∆υναµικό

Η εσωτερική ενέργεια είναι εκτατική συνάρτηση καταστάσεων µε ανεξάρτητες µε-
ταβλητές τις εκτατικές ποσότητες εντροπία, όγκο και αριθµό µορίων. Εποµένως
από το ϑεώρηµα EULER έχουµε

U(S, V,N) =

(
∂U

∂S

)
V,N

S +

(
∂U

∂V

)
S,N

V +

(
∂U

∂N

)
S,V

N. (2.42)
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Οι µερικές παράγωγοι είναι επίσης συναρτήσεις των ανεξάρτητων µεταβλητών
(S, V,N), αλλά το ολικό διαφορικό της U στη γραµµική προσέγγιση δίνεται από
την εξίσωση

dU(S, V,N) =

(
∂U

∂S

)
V,N

dS +

(
∂U

∂V

)
S,N

dV +

(
∂U

∂N

)
S,V

dN. (2.43)

Σύµφωνα µε τους κανόνες παραγώγισης γινοµένων συναρτήσεων ϑα έπρεπε να
παραγωγίζαµε και τους συντελεστές παραγώγους. Τότε όµως, ϑα εισάγαµε στην
εξίσωση τις δεύτερες παραγώγους της ενέργειας, τις οποίες όµως στη γραµµική
προσέγγιση αγνοούµε.

Ο ϑερµοδυναµικός ορισµός των ποσοτήτων Θερµοκρασία-Πίεση-Χηµικό ∆υ-
ναµικό είναι :

ΘΕΡΜΟΚΡΑΣΙΑ : T =

(
∂U

∂S

)
V,N

(2.44)

ΠΙΕΣΗ: P = −
(
∂U

∂V

)
S,N

(2.45)

ΧΗΜΙΚΟ ∆ΥΝΑΜΙΚΟ : µ =

(
∂U

∂N

)
S,V

. (2.46)

Γενικώς, το Ϲεύγος των ποσοτήτων (x, ∂f/∂x) το ονοµάζουµε ΣΥΖΥΓΕΣ.
Η Θεµελιώδης εξίσωσης της Θερµοδυναµικής γράφεται

U(S, V,N) = TS − PV + µN. (2.47)

Η πίεση ορίζεται επίσης ως το πηλίκο της δύναµης F⃗ ως προς το εµβαδόν της
προσανατολισµένης επιφάνειας στην οποία ασκείται, A. Εάν υποθέσουµε ότι η
δύναµης µετατοπίζει την επιφάνεια κατά την απόσταση dz, τότε

P =
F⃗

A
(2.48)

= −
(∂U/∂z)S

A
(2.49)

= −
(
∂U

∂V

)
S

, (2.50)

ϑεωρώντας ότι dV = Adz. Εποµένως, αναγνωρίζουµε ότι ο όρος −PV παριστά
ενέργεια, και ειδικότερα είναι το έργο που παράγεται κατά τη µεταβολή του όγκου
του συστήµατος.

Η εντροπία ως εκτατική ιδιότητα µπορεί να γραφεί

S =
U

T
+

P

T
V − µ

T
N. (2.51)
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Σχήµα 2.9: Ορισµός της πίεσης (Από τις σηµειώσεις του W. Craig Carter, MIT,
Dept. of Materials Science and Engineering, http://pruffle.mit.edu/3.00/

Το ολικό διαφορικό της S στη γραµµική προσέγγιση δίνεται από τον τύπο

dS =
1

T
dU +

P

T
dV − µ

T
dN. (2.52)

Συµπεραίνουµε ότι

(
∂S

∂U

)
V,N

=
1

T
(2.53)(

∂S

∂V

)
U,N

=
P

T
(2.54)(

∂S

∂N

)
U,V

= −µ

T
. (2.55)

Επειδή σύστηµα και περιβάλλον ϑεωρείται ως ένα µονωµένο σύστηµα, για τις
εκτατικές ιδιότητες ισχύει
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Σχήµα 2.10: Περιγραφή των καταστάσεων συστήµατος και περιβάλλοντος.

U, V, N, S, T, P, M

ΠΕΡΙΒΑΛΛΟΝ

U’, V’, N’, S’, T’, P’, M’

ΣΥΣΤΗΜΑ

ST = S′ + S = (σταθερά στην αναπαράσταση της ενέργειας), (2.56)
UT = U ′ + U = (σταθερά στην αναπαράσταση της εντροπίας), (2.57)
VT = V ′ + V = (σταθερά), (2.58)
NT = N ′ +N = (σταθερά). (2.59)

Για να πεισθούµε ότι ο ϑερµοδυναµικός ορισµός της ϑερµοκρασίας συµπίπτει
µε αυτόν που γνωρίζουµε, ας εξετάσουµε ένα σύστηµα σε µια κατάσταση που
περιγράφεται µε τις ϕυσικές ποσότητες, εσωτερική ενέργεια, όγκο, αριθµό µορίων,
(U, V,N). Στην αναπαράσταση της εντροπίας, σε αυτές τις µεταβλητές
αντιστοιχούν οι συζυγείς ποσότητες (1/T, P/T,−µ/T ).

Το περιβάλλον του συστήµατος έχει τις αντίστοιχες ποσότητες στις τιµές,
(U ′, V ′, N ′, T ′, P ′, S′, µ′). Από το νόµο της αύξησης της εντροπίας και λαµβάνο-
ντας υπ΄ όψιν τις Εξις 2.56, 2.57 συµπεραίνουµε
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dST

dt
=

(
dS′

dt
+

dS

dt

)
(2.60)

=

(
dS′

dU ′
dU ′

dt
+

dS

dU

dU

dt

)
(2.61)

=

(
1

T ′ −
1

T

)
dU ′

dt
≥ 0. (2.62)

΄Οταν το σύστηµα είναι σε ϑερµοδυναµική ισορροπία (dST

dt = 0) η ϑερµοκρα-
σία περιβάλλοντος και συστήµατος είναι ίδια, (T ′ = T ). Προσέξτε ότι, η ποσότητα
dU ′/dt ϑεωρείται µη µηδενική. Ενέργεια µπορεί να ανταλλάσσεται µεταξύ συ-
στήµατος και περιβάλλοντος σε καταστάσεις ισορροπίας όπου η ϑερµοκρασία είναι
σταθερή.

Εάν, όµως το σύστηµα δεν ϐρίσκεται σε ισορροπία και T ′ > T , λόγω της
αύξησης της ολικής εντροπίας, dST

dt > 0, συµπεραίνουµε ότι

dU ′

dt
< 0, (2.63)

δηλ. ενέργεια ϱέει από το περιβάλλον στο σύστηµα, όπως ϑα αναµέναµε. Εάν
T ′ < T , τότε dU ′

dt > 0 και ενέργεια ϱέει από το σύστηµα στο περιβάλλον.
Με όµοια επιχειρήµατα µπορούµε να δείξουµε ότι όταν έχουµε µεταβολές των

όγκων σε κατάσταση ϑερµικής ισορροπίας υπάρχει ισότητα στις πιέσεις µεταξύ
συστήµατος και περιβάλλοντος, ενώ ϑα υπάρχει συστολή του συστήµατος εάν P ′ >
P , και αντιστρόφως.

Γνωρίζοντας ότι
∂S

∂V
=

P

T
, (2.64)

δείχνουµε

dST

dt
=

(
∂S′

∂V ′
dV ′

dt
+

∂S

∂V

dV

dt

)
(2.65)

=

(
∂S′

∂V ′ −
∂S

∂V

)
dV ′

dt
(2.66)

=

(
P ′

T ′ −
P

T

)
dV ′

dt
≥ 0. (2.67)

΄Αρα εάν (T ′ = T ) και P ′ > P πρέπει dV ′/dt > 0, δηλ. ο όγκος του περιβάλ-
λοντος αυξάνει (διαστέλλεται) δαπάνει του όγκου του συστήµατος (συστέλλεται).

Οµοίως, ισορροπία ή µεταφορά ύλης συµπεραίνεται από τη σχέση των χηµικών
δυναµικών. Με όµοια επιχειρήµατα όπως παραπάνω και ενθυµούµενοι ότι

∂S

∂N
= −µ

T
, (2.68)
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dST

dt
=

(
∂S′

∂N ′
dN ′

dt
+

∂S

∂N

dN

dt

)
, (2.69)

=

(
∂S′

∂N ′ −
∂S

∂N

)
dN ′

dt
, (2.70)

=

(
−µ′

T ′ +
µ

T

)
dN ′

dt
≥ 0. (2.71)

΄Οταν η ϑερµοκρασία είναι ίδια (T ′ = T ), στην κατάσταση ισορροπίας πρέπει
να ισχύει µ′ = µ. Εάν µ′ > µ τότε dN ′/dt < 0 και επέρχεται ϱοή ύλης από
την περιοχή υψηλού χηµικού δυναµικού στην περιοχή του χαµηλού χηµικού
δυναµικού.

Ο όρος µN , προφανώς εκφράζει ενέργεια και εάν ϑεωρήσουµε µικρές διαφο-
ϱές κατά µήκος της απόστασης z, −d(µ/T )

dz , ο όρος −d(µ/T )
dz dz, παίρνει τη µορφή

έργου ανά µόριο και ϐαθµό ϑερµοκρασίας. Η παράγωγος, −d(µ/T )
dz εκφράζει µια

δύναµη που οδηγεί στη µετακίνηση των µορίων κατά µήκος του z, και εποµένως
δικαιολογείται ο όρος ‘Χηµικό ∆υναµικό’ για το µ. Θα κατανοήσουµε ακόµη καλ-
λίτερα το χηµικό δυναµικό όταν ϑα εισάγουµε στη ϑεωρία άλλα ϑερµοδυναµικά
δυναµικά παρακάτω. Σηµειώστε ότι,

• στην κατάσταση ϑερµοδυναµικής ισορροπίας η εσωτερική ενέργεια, ο όγκος
και ο αριθµός µορίων παρουσιάζουν διακυµάνσεις (fluctuations).

• Επίσης, το σύστηµα ϐρίσκεται πλήρως σε κατάσταση ισορροπίας όταν ικα-
νοποιούνται και οι τρεις συνθήκες ισότητας, της ϑερµοκρασίας, της πίεσης
και του χηµικού δυναµικού. Για παράδειγµα, µπορεί να έχουµε ισοθερµικές
και ισοβαρείς καταστάσεις που δεν είναι σε ισορροπία, όπως σε µια χηµική
αντίδραση που λαµβάνει χώρα σε σταθερή ϑερµοκρασία και πίεση.

• Είναι σηµαντικό να διακρίνουµε ότι η αιτία για αυθόρµητες µεταβολές στα
ϕυσικά συστήµατα είναι η ΑΥΞΗΣΗ ΤΗΣ ΕΝΤΡΟΠΙΑΣ. Με την παραπάνω α-
νάλυση µπορούµε να πούµε ότι οι δυνάµεις για µεταφορά ενέργειας, µεταβολή
όγκου και µεταφορά ύλης είναι αντιστοίχως οι 1/T , P/T και −µ/T . ∆ηλαδή,
ϑεωρούµε την εντροπία ως µια δυναµική συνάρτηση µε µεταβλητές την εσωτε-
ϱική ενέργεια, τον όγκο και τον αριθµό των µορίων. Οι µερικές παράγωγοι της
S(U, V,N) ως προς τις ανεξάρτητες εκτατικές µεταβλητές είναι οι δυνάµεις
που προκαλούν τις µεταβολές (Εξις. 2.53). Κατά ανάλογο τρόπο, στην α-
ναπαράσταση της Εσωτερικής Ενέργειας, U(S, V,N), οι µερικές παράγωγοι
ορίζουν τη ϑερµοκρασία, την πίεση και το χηµικό δυναµικό αντίστοιχα, (Εξις.
2.44), που ϑα µπορούσαµε να ϑεωρήσουµε ως δυνάµεις αλλαγής. ∆εν πρέπει
όµως να ξεχνάµε ότι, η τάση για αύξηση της εντροπίας του σύµπαντος είναι η
αιτία της µεταβολής.
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2.9 Το τρίτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα

Τέλος, αναφέρουµε το Τρίτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα. Η εντροπία ενός συστήµα-
τος στην απόλυτη ϑερµοκρασία του µηδενός (T = 0) είναι µηδέν (S0 = 0). Αυτό
συµπεραίνεται από την κβαντική συµπεριφορά του συστήµατος όπου στο απόλυ-
το µηδέν το σύστηµα ϐρίσκεται στη µη εκφυλισµένη ϑεµελιώδη κατάστασή του
(Ω = 1). ∆είτε επίσης, το ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ζ΄.

Εάν όµως η ϑεµελιώδης κατάσταση είναι εκφυλισµένη µε ϐαθµό εκφυλισµού
Ω = k, τότε S0 = kBlnk.

Θεωρούµε ότι ισχύουν τα παρακάτω όρια

lim
T→0

cP (T ) = 0. (2.72)

lim
T→0

cV (T ) = 0. (2.73)

lim
T→0

α = 0. (2.74)

lim
T→0

1

T
[cP (T )− cV (T )] = 0. (2.75)

lim
T→0

S(T, V, n) = −
(
∂A(T, V, n)

∂T

)
V

= 0 (2.76)

lim
T→0

S(T, P, n) = −
(
∂G(T, P, n)

∂T

)
P

= 0 (2.77)

2.10 Συνθήκες Ισορροπίας και Ευστάθειας

΄Ενα ΜΟΝΩΜΕΝΟ σύστηµα µπορεί να ϑεωρηθεί ως η ένωση p υποσυστηµάτων
επιβάλλοντας µία διαµέριση. Κάθε υποσύστηµα διακρίνεται από τις µεταβλητές
(Sj , Vj , Nj), τις οποίες ϑεωρούµε συνεχείς. Η κατάσταση ισορροπίας αντιστοιχεί
στο ελάχιστο της ολικής ενέργειας U(S1, . . . , Sp, V1, . . . , Vp, N1, . . . , Np) που ϑε-
ωρείται συνάρτηση όλων των µεταβλητών (Sj , Vj , Nj) και οι οποίες ικανοποιούν
τους δεσµούς

F1 =

p∑
j=1

Sj − ST = 0 (2.78)

F2 =

p∑
j=1

Vj − VT = 0 (2.79)

F3 =

p∑
j=1

Nj −NT = 0. (2.80)

Στο Σχήµα 2.11 το ελάχιστο της ενέργειας αντιστοιχεί στην κατάσταση ϑερµο-
δυναµικής ισορροπίας του συστήµατος χωρίς να επιβάλλουµε κανένα περιορισµό,
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Σχήµα 2.11: Η Ενέργεια ως κυρτή επιφάνεια.

Vj 
Sj 

ενώ όλα τα άλλα σηµεία της κυρτής επιφάνειας αντιστοιχούν σε καταστάσεις (ισορ-
ϱοπίας) του συστήµατος στις οποίες όµως έχουµε επιβάλλει µια διαµέριση (για
παράδειγµα Vj = c).

Ισοδύναµα, µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι οι καταστάσεις ϑερµοδυναµικής ι-
σορροπίας αντιστοιχούν σε µέγιστα της εντροπίας. Στο Σχήµα 2.12 το µέγιστο α-
ντιστοιχεί στην κατάσταση ϑερµοδυναµικής ισορροπίας του συστήµατος ενώ όλα τα
άλλα σηµεία της κοίλης επιφάνειας αντιστοιχούν σε καταστάσεις (ισορροπίας) του
συστήµατος στις οποίες όµως έχουµε επιβάλλει µια διαµέριση. Τις ονοµάζουµε
καταστάσεις µε περιορισµούς ενώ την κατάσταση ϑερµοδυναµικής ισορροπίας
µε Μη-περιορισµούς.

Για να ϐρούµε τις συνθήκες ισορροπίας εφαρµόζουµε τη µέθοδο των Πολλα-
πλασιαστών Lagrange (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Γ΄). Αναζητούµε τα ακρότατα της συνάρ-
τησης

G(Sj , Vj , Nj , λi) = U(Sj , Vj , Nj)−
3∑

i=1

λiFi. (2.81)

∂G

∂Sj
=

∂U

∂Sj
− λ1 = 0 (j = 1, . . . , p) (2.82)

∂G

∂Vj
=

∂U

∂Vj
− λ2 = 0 (j = 1, . . . , p) (2.83)

∂G

∂Nj
=

∂U

∂Nj
− λ3 = 0 (j = 1, . . . , p). (2.84)

Εποµένως
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Σχήµα 2.12: Η ΕΝΤΡΟΠΙΑ ως κοίλη επιφάνεια.

S 

Vj 
Uj 

Tj = λ1 (j = 1, . . . , p) (2.85)
−Pj = λ2 (j = 1, . . . , p) (2.86)
µj = λ3 (j = 1, . . . , p), (2.87)

από τις οποίες συµπεραίνουµε

T1 = . . . = Tp = σταθερά (ϑερµική ισορροπία)
−P1 = . . . = −Pp = σταθερά (µηχανική ισορροπία)
µ1 = . . . = µp = σταθερά (χηµική ισορροπία).

Η γεωµετρική ερµηνεία των εξισώσεων αυτών δίδεται από το (Σχήµα 2.13).

Εάν ϑεωρήσουµε το µονωµένο σύστηµα ως την ένωση σύστηµα+περιβάλλον,
(U, S, T, V, P, µ,N) είναι Συναρτήσεις Καταστάσεων του συστήµατος και
(U ′, S′, T ′, V ′, P ′, µ′, N ′) Συναρτήσεις Καταστάσεων που περιγράφουν την κα-
τάσταση του περιβάλλοντος, τότε ισχύει

U + U ′ = UT (2.88)
V + V ′ = VT (2.89)
N +N ′ = NT , (2.90)
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Σχήµα 2.13: Η εντροπία δύο συστηµάτων σε ισορροπία ως συνάρτηση της εσωτε-
ϱικής ενέργειας. Στην κατάσταση ϑερµοδυναµικής ισορροπίας η ενέργεια µπορεί
να είναι διαφορετική στα δύο συστήµατα, αλλά η ϑερµοκρασία, οριζόµενη µε την
εφαπτοµένη στην καµπύλη της εντροπίας, η ίδια. Το αυτό ισχύει και για τον όγκο
και τον αριθµό των µορίων.

U

1/T

1/T2

1

T  =  T   21

U

S

2

1

1

S

S(U)

2U

ή

δU + δU ′ = 0 (2.91)
δV + δV ′ = 0 (2.92)
δN + δN ′ = 0. (2.93)

Από το νόµο της αύξησης της εντροπίας για το ολικό µονωµένο σύστηµα έχουµε

δST = δS′ + δS ≥ 0, (2.94)

δS +

(
δU ′

T ′ +
P ′

T ′ δV
′ − µ′

T ′ δN
′
)

≥ 0, (2.95)

δS − δU

T ′ − P ′

T ′ δV +
µ′

T ′ δN ≥ 0, (2.96)

T ′δS − δU − P ′δV + µ′δN ≥ 0, (2.97)

και παίρνουµε
δU ≤ T ′δS − P ′δV + µ′δN. (2.98)

Για αντιστρεπτές διαδικασίες

dU = TdS − PdV + µdN. (2.99)

Για ένα ΚΛΕΙΣΤΟ ή ΑΝΟΙΚΤΟ σύστηµα, ισχύει

dU = dw + dq. (2.100)
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Θεωρώντας ότι το έργο είναι

dw = −PdV + µdN, (2.101)

και αντιστρεπτές διαδικασίες, παίρνουµε

TdS = dq. (2.102)

ή για πεπερασµένες ισόθερµες µεταβολές

T∆S = q. (2.103)

Για Μη-αντιστρεπτές µεταβολές η εντροπία συστήµατος + περιβάλλον πρέπει
να αυξάνει

δS + δS′ ≥ 0. (2.104)

Εάν το περιβάλλον είναι αρκετά µεγάλο µε σταθερή τη ϑερµοκρασία T = T ′

και ϑεωρώντας τη µεταβολή στο περιβάλλον αντιστρεπτή, µπορούµε να γράψου-
µε dS′ = dq′/T . Επιπλέον, λαµβάνοντας υπ΄ όψιν ότι dq′ = −dq η παραπάνω
ανισότητα παίρνει τη µορφή

TdS ≥ dq (ανισότητα CLAUSIUS), (2.105)

ή για πεπερασµένες ισόθερµες µεταβολές

T∆S ≥ q. (2.106)

Η ισότητα στη σχέση 2.105 ισχύει για αντιστρεπτές διαδικασίες, TdS = dq.
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Σε καταστάσεις ισορροπίας µε σταθερή εντροπία, όγκο και σύσταση, η εσωτε-
ϱική ενέργεια ϐρίσκεται σε ΕΛΑΧΙΣΤΟ ως προς Μη-περιορισµένες (unconstrained)
εσωτερικές διαµερίσεις, U(Sl, Vl, Nl;ST , VT , NT ) (για απλοποίηση παραλείπουµε
τους δείκτες l, T που συµβολίζουν µία διαµέριση).

Βρείτε τις συνθήκες που πρέπει να ικανοποιούνται για να έχει η Εσωτερική
Ενέργεια ελάχιστο στις καταστάσεις ϑερµοδυναµικής ισορροπίας.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
΄Οπως αναλύουµε στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ∆΄ για να έχει µια συνάρτηση, U(S, V ),

ελάχιστο πρέπει
(Gradient) (∂U)S,V,N = 0 (ακρότατο), (2.107)

(Hessian) ∂2U ≥ 0 (ελάχιστο), δηλ., (2.108)[(
∂2U

∂S2

)
≥ 0,

∂2U

∂S2

∂2U

∂V 2
−
(

∂2U

∂S∂V

)2

≥ 0

]
. (2.109)

Από την πρώτη ανισότητα ορίζουµε τη Θερµοχωρητικότητα υπό σταθερό όγκο(
∂2U

∂S2

)
V

=

(
∂T

∂S

)
V

=
T

CV
≥ 0. (2.110)

Η δεύτερη ανισότητα µετασχηµατίζεται

∂2U

∂S2

∂2U

∂V 2
−
(

∂2U

∂S∂V

)2

≥ 0, (2.111)

∂T

∂S

∂(−P )

∂V
− ∂T

∂V

∂(−P )

∂S
≥ 0, (2.112)

−
(
∂T

∂S

)
V

(
∂P

∂V

)
S

+

(
∂T

∂V

)
S

(
∂P

∂S

)
V

≥ 0. (2.113)

Η παραπάνω σχέση µπορεί να γραφεί ως ορίζουσα∣∣∣∣∣∣
(
∂P
∂S

)
V

(
∂T
∂S

)
V(

∂P
∂V

)
S

(
∂T
∂V

)
S

∣∣∣∣∣∣ ≥ 0 (2.114)

Η ανισότητα αυτή γράφεται µε Ιακωβιανές (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Ε΄)

∂(P, T )

∂(S, V )
= −∂(P, T )

∂(V, S)
≥ 0. (2.115)
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Μετασχηµατίζοντας στις µεταβλητές όγκο-ϑερµοκρασία (V, T )

−∂(P, T )/∂(V, T )

∂(V, S)/∂(V, T )
≥ 0. (2.116)

−
(∂P/∂V )T
(∂S/∂T )V

≥ 0. (2.117)

Ορίζουµε το συντελεστή ισόθερµης συµπιεστότητας (kT ) ο οποίος από την πα-
ϱαπάνω ανισότητα αποδεικνύεται ότι είναι πάντα µια ϑετική ποσότητα για κατα-
στάσεις ισορροπίας :

V kT = −
(
∂V

∂P

)
T,N

≥ 0. (2.118)

Ο συντελεστής ισόθερµης συµπιεστότητας είναι µια ϑετική ποσότητα επειδή η
ϑερµοχωρητικότητα µε σταθερό όγκο, (T (∂S/∂T )V ), η ϑερµοκρασία και ο όγκος
είναι ϑετικές ποσότητες.

ο.ε.δ.

Οµοίως αποδεικνύεται ότι (
∂N

∂µ

)
T,V

≥ 0. (2.119)

Επίσης, η ϑερµοχωρητικότητα υπό σταθερή πίεση ορίζεται ως

CP = T

(
∂S

∂T

)
P,N

, (2.120)

CP − CV > 0, (2.121)

Ποσότητες που είναι χρήσιµες στη Θερµοδυναµική

ΘΕΡΜΟΧΩΡΗΤΙΚΟΤΗΤΑ ΥΠΟ ΣΤΑΘΕΡΟ ΟΓΚΟ:

dq = TdS = CV dT. (2.122)

Επίσης,

CV =

(
∂U

∂T

)
V,N

. (2.123)

ΘΕΡΜΟΧΩΡΗΤΙΚΟΤΗΤΑ ΥΠΟ ΣΤΑΘΕΡΑ ΠΙΕΣΗ:

dq = TdS = CP dT (2.124)

ΙΣΟΒΑΡΗΣ ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΘΕΡΜΙΚΗΣ ∆ΙΑΣΤΟΛΗΣ:

α =
1

V

(
∂V

∂T

)
P,N

(2.125)
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ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΙΣΟΘΕΡΜΗΣ ΣΥΜΠΙΕΣΤΟΤΗΤΑΣ:

κT = − 1

V

(
∂V

∂P

)
T,N

(2.126)

ΣΥΝΤΕΛΕΣΤΗΣ ΙΣΟΕΝΤΡΟΠΙΚΗΣ ΣΥΜΠΙΕΣΤΟΤΗΤΑΣ:

κS = − 1

V

(
∂V

∂P

)
S,N

(2.127)

2.11 Παράδειγµα 1

Σχήµα 2.14: Η κατάσταση Α περιγράφει το σύστηµα υπό περιορισµό µε την πίεση
P2 > P1. ΄Οταν το διάφραγµα αφεθεί ελεύθερο η πίεση ϑα ισορροπήσει και µπορεί
να παραχθεί έργο.
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(α) ϑΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ
(β) ϑΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ ΙΣΟΡΡΟΠΙΑ

      ΜΕ ΜΗ−ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ       ΑΕΡΙΟΥ ΜΕ ΠΕΡΙΟΡΙΣΜΟΥΣ

T0, P1, V1, n T0,P2,V2,n T,V/2,P,n T,V/2,P,n

S1 S2 S/2 S/2

A B

Ιδανικό αέριο ϐρίσκεται σε µονωµένο δοχείο το οποίο χωρίζεται µε ένα δι-
άφραγµα σε δύο µέρη (σύστηµα µε περιορισµό). Το Σχήµα 2.14α περιγράφει την
κατάσταση ενός ιδανικού αερίου όταν αυτό έχει N µόρια σε κάθε τµήµα, στην ίδια
ϑερµοκρασία T0, αλλά µε διαφορετικό όγκο, V1, V2, και όπως συµπεραίνουµε α-
πό την εξίσωση κατάστασης των ιδανικών αερίων και διαφορετικές πιέσεις, P1 και
P2. Το Σχήµα 2.14ϐ περιγράφει την κατάσταση ισορροπίας όταν το διάφραγµα
αφεθεί ελεύθερο, το οποίο όπως περιµένουµε ισορροπεί στο µέσον του µονωµένου
δοχείου.

Η ολική εντροπία στην κατάσταση Α είναι SA = S1 + S2 ενώ στην κατάσταση
Β, SB. Από τον ∆εύτερο νόµο της ϑερµοδυναµικής ξέρουµε ότι στην κατάσταση
ισορροπίας χωρίς περιορισµούς η εντροπία παίρνει τη µέγιστη τιµή της

SB ≥ SA.

Κατά τη µετακίνηση του διαφράγµατος µπορεί να παραχθεί έργο που γίνεται µέγι-
στο εάν υποθέσουµε ότι το διάφραγµα κινείται τόσο αργά ώστε η διαδικασία να
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µπορεί να ϑεωρηθεί αντιστρεπτή. Στην περίπτωση αυτή SA = SB και εποµένως
δεν παράγεται ϑερµότητα, q = T∆S = 0. Από τον Πρώτο νόµο της Θερµοδυναµι-
κής συµπεραίνουµε ότι

w = ∆U =
3

2
kB(2N)(T − T0).

Τη νέα ϑερµοκρασία T µπορούνε να τη ϐρούµε από τη µεταβολή των όγκων.
Πράγµατι, επειδή (δες ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3, Ιδανικά Αέρια)

S =
3

2
kBN lnT +NkB ln

(
V

N

)
+ σταθερά

SB − SA = 3kBN lnT + 2NkB ln

(
V1 + V2

2N

)
−

3

2
kBN lnT0 −NkB ln

(
V1

N

)
− 3

2
kBN lnT0 −NkB ln

(
V2

N

)
= 0.

Εποµένως,

3kBN

[
lnT +

2

3
ln

(
V1 + V2

2N

)
− lnT0 −

1

3
ln

(
V1

N

)
− 1

3
ln

(
V2

N

)]
= 0

ln
T

T0
= ln

(
4V1V2

(V1 + V2)2

)1/3

T = T0

(
4V1V2

(V1 + V2)2

)1/3

.

2.12 Παράδειγµα 2

Θέλουµε να υπολογίσουµε τη µεταβολή της εντροπίας κατά τη ϑερµική επαφή
δύο σωµάτων αρχικά σε ϑερµοκρασίες T1 > T2 και την αποκατάσταση ϑερµικής
ισορροπίας στη ϑερµοκρασία Tf χωρίς την παραγωγή έργου (Σχήµα 2.12). Ο
αριθµός σωµατιδίων και οι ϑερµοχωρητικότητες των δύο σωµάτων είναι ίδιες. Από
τη διατήρηση της ενέργειας συµπαιρένουµε

∆Uf = ∆Ui. (2.128)

∆Ui = ∆U1 +∆U2 = cV (T1 − T0) + cV (T2 − T0). (2.129)

∆Uf = 2cV (Tf − T0). (2.130)

Εποµένως, η τελική ϑερµοκρασία είναι

Tf =
T1 + T2

2
(2.131)
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Σχήµα 2.15: Μη-αντιστρεπτή διαδικασία : w = 0: µεταφορά µόνο ϑερµότητας
από το σύστηµα σε αρχική κατάσταση (T1, S1) σε δεξαµενή µε χαµηλότερη ϑερ-
µοκρασία (T1 > T2). Η µεταβολή είναι αυθόρµητη, άρα Μη-αντιστρεπτή, και
οδηγεί σε αύξηση της εντροπίας. Σύµφωνα µε τον ∆εύτερο νόµο της Θερµοδυ-
ναµικής κατά Kelvin και Καραθεοδωρή η αντίστροφη και αδιαβατική (q = 0)
διαδικασία είναι µη επιτρεπτή.

Αντιστοίχως, οι εντροπίες της αρχικής και τελικής κατάστασης υπολογίζονται ως

Si = S1(T1) + S2(T2) = cV ln

(
T1

T0

)
+ S0

1 + cV ln

(
T2

T0

)
+ S0

2 . (2.132)

Si = cV ln

(
T1T2

T 2
0

)
+ S0

1 + S0
2 . (2.133)

Sf = 2cV ln

(
Tf

T0

)
+ S0

1 + S0
2 . (2.134)

∆S = Sf − Si = cV ln

(
T 2
f

T1T2

)
. (2.135)

∆S = 2cV ln

(
T1 + T2

2
√
T1T2

)
. (2.136)

Επειδή

Tf =
1

2
(T1 + T2) ≥

√
T1T2, (2.137)

συµπαιρένουµε ότι ∆S ≥ 0, δηλαδή η διαδικασία για T1 > T2 είναι πάντα Μη-

αντιστρεπτή. Για T1 = T2 το όλο σύστηµα ϐρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας και
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εποµένως ∆S = 0. Για αρχική κατάσταση δύο σωµάτων σε ϑερµοκρασίες T1 > T2

η τελική κατάσταση δεν µπορεί να προσεγγισθεί µε αδιαβατική και αντιστρεπτή δια-

δικασία. Μπορεί όµως να προσεγγισθεί µε µια αδιαβατική Μη-αντιστρεπτή µετα-

ϐολή. Η αντίστροφη διαδικασία Tf → (T1, T2) είναι µη επιτρεπτή µε αντιστρεπτές

ή Μη-αντιστρεπτές µεταβολές.

Το συµπέρασµα αυτό είναι σε συµφωνία και µε τον ∆εύτερο νόµο της Θερ-
µοδυναµικής όπως τον διατύπωσε ο Kelvin. Χρησιµοποιώντας τις συµβάσεις για
τα πρόσηµα της απορροφούµενης (απόδοσης) ϑερµότητας και παραγωγής (κα-
τανάλωσης) έργου, ϑετικά εάν παρέχονται από το περιβάλλον στο σύστηµα και
αρνητικά εάν δίδονται από το σύστηµα στο περιβάλλον, γράφουµε

−
∫
(q=0)

dw = −
∫
(q=0)

dU

= −
∫
(w=0)

dU

=

∫
−(w=0)

dU

=

∫
−(w=0)

dq. (2.138)

Εποµένως ισχύει ∫
−(w=0)

dq = −
∫
(q=0)

dw. (2.139)

Η τελευταία ισότητα αναπαριστά τη διαδικασία της απορρόφησης ενός ποσού ϑερ-
µότητας q µεταφέροντας το σύστηµα από την κατάσταση Tf στην κατάσταση T1

και στη συνέχεια την απόδοση της ενέργειας αυτής ως έργο w µε µετάβαση του
συστήµατος από την κατάσταση T1 στην Tf . Τέτοια κυκλική διαδικασία δεν είναι
επιτρεπτή.
Αναγνωρίζουµε όµως, ότι η κατάσταση Tf µπορεί να προσεγγισθεί µε µια αδιαβα-

τική Μη-αντιστρεπτή διαδικασία (∆ες εξισώσεις 3.30 και 3.40).

2.13 Παράδειγµα 3

Σε αντίθεση µε τον προηγούµενο µη πραγµατοποιήσιµο κύκλο, ο κύκλος Carnot
ϐρίσκεται σε συµφωνία µε τον ∆εύτερο νόµο της Θερµοδυναµικής. Ο κύκλος Car-
not περιλαµβάνει τέσσερεις αντιστρεπτές διαδικασίες : ισόθερµη εκτόνωση (AB), α-
διαβατική εκτόνωση (BC), ισόθερµη συµπίεση (CD) και αδιαβατική συµπίεση (DA)
(δες Σχήµα 2.16). Επειδή η εσωτερική ενέργεια και η εντροπία είναι καταστατι-
κές ιδιότητες και σύµφωνα µε τις συµβάσεις για τα πρόσηµα της απορροφούµενης
(απόδοσης) ϑερµότητας και παραγωγής (κατανάλωσης) έργου, για µια κυκλική
διεργασία συµπεραίνουµε ότι

∆U = ∆S = 0. (2.140)
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Σχήµα 2.16: Αντιστρεπτός κύκλος Carnot: µεταφορά ϑερµότητας από το σύστη-
µα σε αρχική κατάσταση (T1) σε δεξαµενή µε χαµηλότερη ϑερµοκρασία (T1 > T2)
και παραγωγή έργου. Η όλη διαδικασία είναι συµβατή µε τον ∆εύτερο νόµο της
Θερµοδυναµικής.

V

Εποµένως,
∆S = ∆SAB +∆SCD =

qAB

T1
− qCD

T2
= 0, (2.141)

qAB

T1
=

qCD

T2
, (2.142)

και
qAB

qCD
=

T1

T2
, (2.143)

Επίσης,

∆U = wCD + wDA − wAB − wBC + qAB − qCD = 0. (2.144)

΄Αρα το παραγόµενο έργο από το σύστηµα στο περιβάλλον ισούται

−|w| = wCD + wDA − wAB − wBC = qCD − qAB , (2.145)

|w| = qAB − qCD, (2.146)
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Η απόδοση της µηχανής εκτιµάται µε το συντελεστή

η =
|w|
qAB

, (2.147)

ο οποίος για αντιστρεπτές διαδικασίες και ανεξάρτητα της ουσίας που χρησιµο-
ποιείται υπολογίζεται συναρτήσει µόνο των δύο ϑερµοκρασιών T1 > T2

η = 1− T2

T1
. (2.148)

Ο συντελεστής η είναι πάντοτε µικρότερος της µονάδας. Οι µόνες περιπτώσεις
που έχουµε για να επιτύχουµε τη µέγιστη απόδοση, η = 1, είναι να ϕτάσουµε σε
ϑερµοκρασίες T2 = 0 ή T1 = ∞, µάλλον µη πραγµατοποιήσιµες.

2.14 ∆ιακυµάνσεις και Ευστάθεια Καταστάσεων

Για ΜΟΝΩΜΕΝΑ συστήµατα η εντροπία είναι µια κοίλη συνάρτηση της εσωτερι-
κής ενέργειας, του όγκου και του αριθµού των σωµατιδίων ή ισοδύναµα η εσω-
τερική ενέργεια του συστήµατος είναι µια κυρτή συνάρτηση της εντροπίας, του
όγκου και του αριθµού των σωµατιδίων. Το µέγιστο της εντροπίας ή το ελάχι-
στο της εσωτερικής ενέργειας αντιστοιχεί στην κατάσταση ευσταθούς ισορροπίας
και διακυµάνσεις (fluctuations) της εντροπίας (εσωτερικής ενέργειας) γύρω από
την κατάσταση ισορροπίας οδηγούν σε ελάττωση της εντροπίας (αύξηση της ε-
σωτερικής ενέργειας). Οι συνθήκες ισορροπίας σε κλειστά ή ανοικτά συστήµατα
περιγράφονται µε τα ακρότατα των ϑερµοδυναµικών δυναµικών, και τα οποία ο-
ϱίζονται µε µετασχηµατισµούς Legendre. ΄Οπως ϑα δούµε οι µετασχηµατισµοί
Legendre µεταφέρουν µε ένα συστηµατικό τρόπο τα γεωµετρικά χαρακτηριστικά
(κυρτή/κοίλη) της εσωτερικής ενέργειας στο αντίστοιχο ϑερµοδυναµικό δυναµικό.

Η διατύπωση του ∆εύτερου νόµου της ϑερµοδυναµικής µέσω της µόνιµης αύ-
ξησης της εντροπίας που παράγεται σε Μη-αντιστρεπτές διαδικασίες, (diS/dt),
ισχύει για οποιοδήποτε σύστηµα, µονωµένο, κλειστό, ανοικτό, και η ευστάθεια των
στάσιµων καταστάσεων διερευνάται υπολογίζοντας τις διακυµάνσεις της εντροπίας
λόγω των διαταραχών που δέχεται το σύστηµα από το περιβάλλον του. Θεωρώντας
το σύστηµα (S,U, T, V, µi, ni) και το περιβάλλον (S′, U ′, T ′, V ′, µ′

i, n
′
i) ως ένα ΜΟ-

ΝΩΜΕΝΟ σύστηµα οι διακυµάνσεις πρώτης και δεύτερης τάξης υπολογίζονται από
τους τύπους

S(Ueq + δU, Veq + δV, neqi + δni) = Seq(Ueq, Veq, neqi)

+ δS(δU, δV, δni)

+
1

2
δ2S(δU, δV, δni)

+ · · · . (2.149)
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Οι διακυµάνσεις πρώτης τάξεως είναι

δS(δU, δV, δni) =

(
1

T
− 1

Teq

)
δU +

(
P

T
− Peq

Teq

)
δV −

r∑
i=1

(
µi

T
− µeqi

Teq

)
δni.

(2.150)
Στην κατάσταση ισορροπίας δS = 0 και εποµένως

T = Teq,

P = Peq

µi = µeqi, i = 1, · · · , r.
(2.151)

Οι διακυµάνσεις δεύτερης τάξης υπολογίζονται από τους τύπους

1

2
δ2S(δU, δV, δni) = +

1

2

[
∂

∂U

(
1

T

)
+

∂

∂U ′

(
1

T ′

)]
(δU)2

+
1

2

[
∂

∂V

(
P

T

)
+

∂

∂V ′

(
P ′

T ′

)]
(δV )2

− 1

2

∑
ij

[
∂

∂nj

(µi

T

)
+

∂

∂nj

(
µ′
i

T ′

)]
(δniδnj).

Επειδή

∂

∂U

(
1

T

)
= − 1

T 2

(
∂T

∂U

)
V

= − 1

T 2CV
,

∂

∂V

(
P

T

)
=

1

T

(
∂P

∂V

)
T

= − 1

TV κT
,

οι διακυµάνσεις δεύτερης τάξης γράφονται

1

2
δ2S(δU, δV, δni) = − 1

2

(δU)2

CV T 2
eq

(
1 +

CV

C ′
V

)
− 1

2

1

TeqκT

(δV )2

Veq

(
1 +

V

V ′

)
− 1

2

∑
ij

[
∂

∂nj

(
µi

Teq

)
+

∂

∂nj

(
µ′
i

Teq

)]
(δniδnj),

ή χρησιµοποιώντας τη σχέση δU = CV δT

1

2
δ2S(δT, δV, δni) = − 1

2

CV (δT )
2

T 2
eq

(
1 +

CV

C ′
V

)
− 1

2

1

TeqκT

(δV )2

Veq

(
1 +

V

V ′

)
− 1

2

∑
ij

[
∂

∂nj

(
µi

Teq

)
+

∂

∂nj

(
µ′
i

Teq

)]
(δniδnj).
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Επειδή το περιβάλλον το ϑεωρούµε σαν ένα µεγάλο σύστηµα ισχύουν

CV << C ′
V , V << V ′,

∂

∂nj

(
µ′
i

Teq

)
= 0,

µπορούµε να γράψουµε

1

2
δ2S(δT, δV, δni) = − 1

2

[
CV

T 2
eq

]
(δT )2 (< 0), (2.152)

Μεταφορά ϑερµότητας (2.153)

− 1

2

[
1

TeqVeqκT

]
(δV )2 (< 0), (2.154)

Μεταβολή όγκου (2.155)

− 1

2

∑
ij

[
∂

∂nj

(
µi

Teq

)]
(δniδnj) (< 0). (2.156)

Μεταφορά µάζας

Εάν συµβαίνουν χηµικές αντιδράσεις στο σύστηµα η µεταφορά µάζας µπορεί να
γραφεί επίσης, ως (δnk = νkδξk), (δες ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η΄)

1

2
δ2S(δξi) =

1

2

∑
ij

1

Teq

[
∂Ai

∂ξj

]
(δξiδξj) (< 0), (2.157)

όπου Ai η ΣΥΓΓΕΝΕΙΑ της ith χηµικής αντίδρασης, ξi η µεταβλητή της χηµικής
αντίδρασης σε mole, και νk ο στοιχειοµετρικός συντελεστής στη χηµική αντίδραση
για το συστατικό µόριο k.

Οι παραπάνω εξισώσεις είναι και µια απόδειξη του ϑεωρήµατος Duhem-Jougeut
το οποίο λέει ότι, εάν το σύστηµα είναι σταθερό στη διάχυση µορίων ϑα είναι σταθερό
και στις χηµικές αντιδράσεις.

Σε µια πιο συνεκτική µορφή η 1
2δ

2S(δT, δV, δni) γράφεται

1

2
δ2S(δT, δV, δni) = − 1

2Teq
(δTδS − δPδV +

∑
i

δµiδni). (2.158)

Η παραπάνω εξίσωση επαληθεύεται εάν λάβουµε υπ΄ όψιν ότι

δS = δq/T = CV δT/T, −δP = δV/V κT , δµi =
∑
j

(∂µi/∂nj)δnj .

Παρατηρούµε ότι παίρνουµε τις διακυµάνσεις συζυγών µεταβλητών.

Στην κατάσταση ευσταθούς ισορροπίας έχουµε δS = 0 και εποµένως

S − Seq = 1/2δ2S < 0. (2.159)

Αυτό σηµαίνει ότι, όταν το σύστηµα αποµακρύνεται από την κατάσταση ισορροπίας
αντιδρά και µε Μη-αντιστρεπτές διαδικασίες παράγει εντροπία ίση µε diS = Seq−
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S = −1/2δ2S > 0, σε συµφωνία µε τον ∆εύτερο νόµο της Θερµοδυναµικής. Η
κατάσταση είναι ευσταθής. Εάν όµως συµβεί δ2S ≥ 0, τότε η κατάστασης
γίνεται ασταθής και το σύστηµα µεταβαίνει σε µια νέα κατάσταση.

Η ευστάθεια µιας στάσιµης κατάστασης (Seq) διατυπώνεται µαθηµατικά ως
εξής: Η διακυµάνσεις δεύτερης τάξης της εντροπίας γύρω από την κατάσταση
ισορροπίας είναι µια συνάρτηση Lyapunov

L(δU, δV, δni) =
1

2
δ2S(δU, δV, δni) < 0, (2.160)

και η ϑερµοδυναµική κατάσταση είναι ευσταθής όταν ισχύει

dL(δU, δV, δni)

dt
=

d

dt

(
δ2S(δU, δV, δni)

2

)
> 0. (2.161)

Στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Η΄ για τις Μη-αντιστρεπτές µεταβολές που έχουµε αναφέρει
αποδεικνύεται ότι

1

2

d(δ2S)

dt
=

∫
V

δ∇
(
1

T

)
δJ⃗udV (2.162)

−
∫
V

∑
i

δ∇
(µi

T

)
δJ⃗idV (2.163)

+

∫
V

∑
i

δ

(
Ai

T

)
δvidV, (2.164)

όπου δJu, δJi, δvi είναι διακυµάνσεις στις ϱοές ενέργειας, αριθµού σωµατιδίων
και ταχυτήτων των χηµικών αντιδράσεων. Ai συµβολίζει τη ΣΥΓΓΕΝΕΙΑ της ith

χηµικής αντίδρασης.
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2.15 Μετασχηµατισµοί Legendre και
Θερµοδυναµικά ∆υναµικά

Η Εσωτερική Ενέργεια είναι χρήσιµη όταν ελέγχουµε την εντροπία, τον όγκο και
τον αριθµό των µορίων στο σύστηµά µας. Ποια είναι η συνάρτηση ενέργειας ή
όπως λέµε το Θερµοδυναµικό ∆υναµικό όταν για παράδειγµα διατηρούµε σταθερά
τη ϑερµοκρασία, τον όγκο και τον αριθµό µορίων ; Θα µπορούσαν να είναι η
ϑερµοκρασία, πίεση και αριθµός µορίων επίσης.

Τα νέα Θερµοδυναµικά ∆υναµικά στις επιθυµητές µεταβλητές τα ϐρίσκουµε
µε ένα µετασχηµατισµό Legendre [5, 6, 7] της εσωτερικής ενέργειας µια και α-
ντικαθιστούµε µια εκτατική ιδιότητα µε τη συζυγή της εντατική στα συστήµατα
µεταβλητών που µας ενδιαφέρουν. Ο τρόπος που παράγουµε τους µετασχηµατι-
σµούς Legendre περιγράφεται στο ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ Α΄.

Η γεωµετρική ερµηνεία των µετασχηµατισµών Legendre περιγράφεται στο
Σχήµα 2.17. Για τη συνάρτηση y = f(x) ο µετασχηµατισµός Legendre ορίζε-
ται1

L(df/dx) = f(x(df/dx))− df

dx
x(df/dx). (2.165)

Υποθέτουµε ότι η συνάρτηση f(x) είναι µια κυρτή συνάρτηση. Στο Σχήµα 2.17a
παρατηρούµε ότι κάθε εφαπτοµένη σε µια κυρτή καµπύλη έχει όλη την καµπύλη
προς την ίδια πλευρά. Εποµένως, µπορούµε να περιγράψουµε την καµπύλη αντί
των σηµείων (x, f(x)) µε το Ϲεύγος τιµών της εφαπτοµένης της καµπύλης στο
σηµείο x και της τοµής της εφαπτοµένης µε τον άξονα y, L, δηλ. µε το Ϲεύγος
τιµών (

(
df
dx

)
x
, L) (Σχήµα 2.17b). Από τον ορισµό της εφαπτοµένης

(
df

dx

)
x

=
f(x)− L

x− 0
, (2.166)

ϐρίσκουµε το µετασχηµατισµό Legendre

L = f(x)− df

dx
x. (2.167)

∆ηλ. αφαιρούµε από τη συνάρτηση f(x) το γινόµενο των συζυγών µεταβλη-
τών που µετασχηµατίζουµε. Από την εξίσωση της παραγώγου υπολογίζουµε
το x ως συνάρτηση του df/dx, x(df/dx).

Μπορεί να αποδειχθεί ότι ένας µετασχηµατισµός Legendre δίδει µια νέα συνάρ-
τηση που µετατρέπει την κυρτή συνάρτηση σε κοίλη και αντιστρόφως (Σχήµα 2.17c).

1ΠΡΟΣΟΧΗ ο µαθηµατικός ορισµός του µετασχηµατισµού Legendre δίδεται µε το αντίθετο πρόση-
µο, L(f ′) = xf ′ − f(x). Τότε ο µετασχηµατισµός Legendre µιας κυρτής συνάρτησης είναι επίσης
κυρτή συνάρτηση.
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Σχήµα 2.17: Γεωµετρική ερµηνεία των µετασχηµατισµών Legendre.
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Σχήµα 2.18: Ανισότητες για κυρτές (κοίλες) συναρτήσεις.

ΚΟΙΛΗ
f(x)

x1 x1

f(x)

x

f(x1) + f’(x1)(x−x1)

f(x1) + f’(x1)(x−x1)

f(x) >= f(x1) + f’(x−x1)
f(x) <= f(x1) + f’(x−x1)

x

ΚΥΡΤΗ

Οι µεταβλητές που δεν µετασχηµατίζονται διατηρούν τις αρχικές γεωµετρικές τους
ιδιότητες, δηλ. εάν είναι κυρτή (κοίλη) η συνάρτηση ως προ µια µεταβλητή που δεν
µετασχηµατίζεται ϑα παραµείνει κυρτή (κοίλη) και στη νέα συνάρτηση.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
΄Εστω η f(x) είναι µια κυρτή συνάρτηση και σε δύο τιµές του x, x1 και x2, η

παράγωγος της συνάρτησης είναι y1 = f ′(x1) και y2 = f ′(x2). Από το σχήµα που
έχει µια κυρτή καµπύλη αµέσως συµπεραίνουµε ότι

f(x) ≥ f(x1) + y1(x− x1) = f(x1) + y1x− y1x1, (2.168)
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ή
f(x)− y1x ≥ f(x1)− y1x1 = L(y1). (2.169)

Το ίδιο ισχύει και στο σηµείο x2.

f(x)− y2x ≥ f(x2)− y2x2 = L(y2). (2.170)

Ο µετασχηµατισµός Legendre είναι κοίλη συνάρτηση ως προς τη συζυγή µε-
ταβλητή y. Πράγµατι, εάν x είναι η τιµή της µεταβλητής που αντιστοιχεί στην τιµή
της παραγώγου cy1 + (1− c)y2, τότε

L[cy1 + (1− c)y2] = f(x)− x[cy1 + (1− c)y2] (2.171)
= f(x) + cf(x)− cf(x)−

x[cy1 + (1− c)y2] (2.172)
= c[f(x)− xy1] + (1− c)[f(x)− xy2] (2.173)
≥ c[f(x1)− x1y1] + (1− c)[f(x2)− x2y2] (2.174)
= cL(y1) + (1− c)L(y2). (2.175)

Εάν η συνάρτηση είναι κυρτή ως προς δύο µεταβλητές f(x, z) και ϑεωρούµε ένα
µετασχηµατισµό Legendre µόνο ως προς x αλλά όχι ως προς z, τότε η νέα συνάρ-
τηση L(y, z) ϑα παραµείνει κυρτή ως προς z. Πράγµατι,

L(y, [cz1 + (1− c)z2]) = f(x, [cz1 + (1− c)z2])− yx (2.176)
≤ cf(x, z1) + (1− c)f(x, z2)−

cyx− (1− c)yx (2.177)
= c[f(x, z1)− yx] +

(1− c)[f(x, z2)− yx] (2.178)
= cL(y, z1) + (1− c)L(y, z2). (2.179)

ο.ε.δ.

Ως παράδειγµα µπορούµε να εξετάσουµε την κοίλη συνάρτηση f(x) = ln(x).
Πράγµατι, f ′ = df/dx = 1/x και ο µετασχηµατισµός Legendre ορίζεται

L(f ′) = f(x)− xf ′ = ln(1/f ′)− 1 = −[1 + ln(f ′)].

Η L(f ′) είναι κυρτή συνάρτηση µε µεταβλητή την παράγωγο f ′.

΄Ενα δεύτερο παράδειγµα είναι ο µετασχηµατισµός Legendre της Εκθετικής
Συνάρτησης.

Η f(x) = ex είναι κυρτή συνάρτηση µε παράγωγο την ίδια συνάρτηση f ′ =
df/dx = ex. Εποµένως µπορούµε εύκολα να υπολογίσουµε την αντίστροφη συ-
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νάρτηση x = ln(f ′). Ο µετασχηµατισµός Legendre γράφεται ως

L(f ′) = f(x)− xf ′

= f(x(f ′))− xf ′

= f ′ − f ′ ln(f ′)

= f ′[1− ln(f ′)]. (2.180)

L(f ′) είναι κοίλη συνάρτηση της παραγώγου f ′.

Τα ϑερµοδυναµικά δυναµικά είναι κυρτές συναρτήσεις ως προς τις εκτατικές
τους µεταβλητές και κοίλες ως προς τις εντατικές µεταβλητές. Αυτό µας επιτρέπει
να ϐρίσκουµε εύκολα τις συνθήκες ισορροπίας για τα ϑερµοδυναµικά δυναµικά που
προκύπτουν µε µετασχηµατισµούς Legendre.

Αξίζει όµως να αναφέροµαι ότι µπορούµε να αποφύγουµε την αντισυµµετρία
κυρτή - κοίλη εάν ορίσουµε τον µετασχηµατισµό Legendre ως

L−(df/dx) =
df

dx
x(df/dx)− f(x(df/dx))

=
df

dx
x− f(x).

Τότε, ο µετασχηµατισµός Legendre διατηρεί τη γεωµετρική ιδιότητα της συνάρτη-
σης, δηλαδή οι κυρτές/κοίλες παραµένουν κυρτές/κοίλες συναρτήσεις.

Για παράδειγµα παίρνουµε την κυρτή συνάρτηση f(x) = 1
2x

2 µε παράγωγο
f ′ = x. Ο µετασχηµατισµός Legendre γράφεται ως

L−(f ′) = xf ′ − f(x)

= xf ′ − 1

2
x2

= f ′2 − 1

2
f ′2

=
1

2
f ′2. (2.181)

L−(f ′) είναι κυρτή συνάρτηση της παραγώγου f ′.

Επίσης, ο µετασχηµατισµός Legendre µιας συνάρτησης µπορεί να δοθεί και
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από τον τύπο

L(df/dx) = f(x(df/dx))− df

dx
x(df/dx)

L

x2
=

f(x)

x2
− df/dx

x

= − d

dx

(
f

x

)
L = −x2 d

dx

(
f

x

)
. (2.182)

Επίσης

L− = x2 d

dx

(
f

x

)
. (2.183)

Για περισσότερες λεπτοµέρειες διαβάστε το άρθρο [6] και στο ϐιβλίο [5], Κε-
ϕάλαιο 5, Σελίδα 131. Για όσους ϑέλουν να µάθουν περισσότερα για τη ϐελτιστο-
ποίηση κυρτών συναρτήσεων και τους µετασχηµατισµούς Legendre συνιστούµε το
ϐιβλίο των Stephen Boyd and Lieven Vandenberghe [8], καθώς και τις σηµειώσεις
τους για Convex Optimization στις ιστοσελίδες
"http://www.stanford.edu/ boyd/cvxbook.html".
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Ορίζουµε τους εξής µετασχηµατισµούς Legendre της Εσωτερικής Ενέργειας
ενός συστήµατος

1. Ανεξάρτητες µεταβλητές (S, P,N). Ενθαλπία.

H(S, P,N) = U − (−P )V, (2.184)

dH = TdS + V dP + µdN, (2.185)(
∂H

∂S

)
P,N

= T,

(
∂H

∂P

)
S,N

= V,

(
∂H

∂N

)
S,P

= µ. (2.186)

CP =

(
∂H(S, P,N)

∂T

)
P,N

(2.187)

Για τέλεια διαφορικά ισχύουν οι Εξισώσεις Maxwell(
∂T

∂P

)
S,N

=

(
∂V

∂S

)
P,N

. (2.188)

(
∂T

∂N

)
S,P

=

(
∂µ

∂S

)
P,N

. (2.189)

(
∂V

∂N

)
S,P

=

(
∂µ

∂P

)
S,N

. (2.190)

Να αποδειχθούν οι παραπάνω εξισώσεις.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

H(S, P,N) = U + PV, (2.191)

dH = dU+d(PV ) = dU+(PdV+V dP ) = (TdS−PdV+µdN)+(PdV+V dP ),
(2.192)

dH = TdS + V dP + µdN. (2.193)

Το ολικό διαφορικό της Ενθαλπίας επίσης γράφεται

dH =

(
∂H

∂S

)
P,N

dS +

(
∂H

∂P

)
S,N

dP +

(
∂H

∂N

)
S,P

dN. (2.194)
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΄Αρα (
∂H

∂S

)
P,N

= T,

(
∂H

∂P

)
S,N

= V,

(
∂H

∂N

)
S,P

= µ. (2.195)

Επειδή το dH είναι τέλειο διαφορικό ισχύει

∂2H

∂S∂P
=

∂2H

∂P∂S
, (2.196)

ή (
∂T

∂P

)
S,N

=

(
∂V

∂S

)
P,N

. (2.197)

Οµοίως

∂2H

∂P∂N
=

∂2H

∂N∂P
, (2.198)

ή (
∂V

∂N

)
S,P

=

(
∂µ

∂P

)
S,N

. (2.199)

Οµοίως

∂2H

∂S∂N
=

∂2H

∂N∂S
, (2.200)

ή (
∂T

∂N

)
S,P

=

(
∂µ

∂S

)
P,N

. (2.201)

ο.ε.δ.

Για ισόχωρες µεταβολές ισχύει dU = dq, ενώ για ισοβαρείς µεταβολές (P =σταθερά)
ισχύει dH = dq, όταν το έργο είναι της µορφής PV .

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

dU = dq − PdV = dq. (2.202)
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H = U + PV (2.203)
dH = dU + d(PV ) (2.204)

= dU + PdV + V dP (2.205)
= dU + PdV (2.206)
= dq. (2.207)

ο.ε.δ.

∆είξτε ότι το ϕαινόµενο Joule-Thomson είναι µια ισοενθαλπική διαδικασία και
εκφράστε το συντελεστή Joule-Thomson συναρτήσει γνωστών ποσοτήτων.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Σχήµα 2.19: Συσκευή Joule-Thomson ϑερµικά µονωµένη.
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���

P1, V1, T 1, U1

P2, V2, T 2, U2

Θεωρούµε το όλο σύστηµα ϑερµικά µονωµένο (q = 0) και τις εξωτερικές
πιέσεις (Pext1, Pext2) σταθερές. Εποµένως, η µεταβολή στην εσωτερική ενέρ-
γεια του αερίου κατά τη µεταβίβασή του από το πρώτο τµήµα της συσκευής
στο δεύτερο µέσω του πορώδους διαφράγµατος είναι

∆U = U2 − U1 = w2 + w1

= −Pext2

∫ V2

0

dV − Pext1

∫ 0

V1

dV

= −Pext2(V2 − 0)− Pext1(0− V1) = Pext1V1 − Pext2V2,
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U2 + Pext2V2 = U1 + Pext1V1, (2.208)

H2 = H1. (2.209)

Ο συντελεστής Joule-Thomson ορίζεται ως

µJT =

(
∂T

∂P

)
H

. (2.210)

(
∂T

∂P

)
H

=
∂(T,H)

∂(P,H)
(2.211)

=
∂(T,H)/∂(P, T )

∂(P,H)/∂(P, T )
(2.212)

= −
(∂H/∂P )T
(∂H/∂T )P

(2.213)

=
T
(
∂V
∂T

)
P
− V

CP
(2.214)

=
V (αT − 1)

CP
. (2.215)

Η µεταβολή στην εντροπία υπολογίζεται ως εξής(
∂S

∂P

)
H

= − (∂H/∂P )S
(∂H/∂S)P

= −V

T
< 0. (2.216)

ο.ε.δ.

2. Ανεξάρτητες µεταβλητές (T, V,N). Ελεύθερη Ενέργεια Helmholtz..

A(T, V,N) = U − TS, (2.217)

dA = −SdT − PdV + µdN, (2.218)(
∂A

∂T

)
V,N

= −S,

(
∂A

∂V

)
T,N

= −P,

(
∂A

∂N

)
T,V

= µ (2.219)

CV = T

(
∂S(T, V,N)

∂T

)
V,N

= −T

(
∂2A(T, V,N)

∂T 2

)
V,N

(2.220)

Εξισώσεις Maxwell (
∂S

∂V

)
T,N

=

(
∂P

∂T

)
V,N

, etc. (2.221)



84 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 2. ΑΝΑΛΥΣΗ

Να αποδειχθούν οι παραπάνω εξισώσεις.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Για ισόχωρες (dV = 0) και ισόθερµες (T =σταθερά) µεταβολές η ανισότητα
Clausius µπορεί να εκφραστεί µε την Ελεύθερη Ενέργεια A.

Πράγµατι,
TdS ≥ dq = dU + PdV, (2.222)

dU − TdS ≤ 0, (2.223)

d(U − TS) = dA ≤ 0. (2.224)

∆ιατηρώντας σταθερά τη ϑερµοκρασία και τον όγκο η Ελεύθερη Ενέργεια
Helmholtz ελαττώνεται για αυθόρµητες Μη-αντιστρεπτές µεταβολές και πα-
ϱαµένει σταθερή σε καταστάσεις ισορροπίας. Συγκεκριµένα(

dA

dt

)
T,V,ni

= −T
diS

dt
≤ 0. (2.225)

3. Ανεξάρτητες µεταβλητές (T, P,N). Ελεύθερη Ενέργεια Gibbs.

G(T, P,N) = µ(T, P )N = µN (2.226)

dG = −SdT + V dP + µdN, (2.227)(
∂G

∂T

)
P,N

= −S,

(
∂G

∂P

)
T,N

= V,

(
∂G

∂N

)
T,P

= µ. (2.228)

Παρατηρούµε ότι το χηµικό δυναµικό είναι η Ελεύθερη Ενέργεια
Gibbs ανά µόριο χηµικής ένωσης.

CP = T

(
∂S(T, P,N)

∂T

)
P,N

= −T

(
∂2G(T, P,N)

∂T 2

)
P,N

(2.229)
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kT = − 1

V

(
∂V (T, P,N)

∂P

)
T,N

= − 1

V

(
∂2G(T, P,N)

∂P 2

)
T,N

(2.230)

α =
1

V

(
∂V (T, P,N)

∂T

)
P,N

=
1

V

∂2G(T, P,N)

∂P∂T
(2.231)

Εξισώσεις Maxwell (
∂S

∂P

)
T,N

= −
(
∂V

∂T

)
P,N

, etc. (2.232)

Να αποδειχθούν οι παραπάνω εξισώσεις.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Για ισοβαρείς (P =σταθερά) και ισόθερµες (T =σταθερά) µεταβολές η α-
νισότητα Clausius µπορεί να εκφραστεί µε την Ελεύθερη Ενέργεια Gibbs
G.

Πράγµατι,
TdS ≥ dq = dU + PdV, (2.233)

dU − TdS + PdV ≤ 0, (2.234)

d(U − TS + PV ) = dG ≤ 0. (2.235)

∆ιατηρώντας σταθερές τη ϑερµοκρασία και την πίεση η Ελεύθερη Ενέργεια
Gibbs ελαττώνεται για αυθόρµητες Μη-αντιστρεπτές µεταβολές και παρα-
µένει σταθερή σε καταστάσεις ισορροπίας. Συγκεκριµένα(

dG

dt

)
T,P,ni

= −T
diS

dt
≤ 0. (2.236)

Εάν το σύστηµα παράγει επιπλέον έργο εκτός του PV , π.χ. ηλεκτρικό
(dwe), τότε

dU = dq − PdV + dwe

dq = dU + PdV − dwe. (2.237)
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Επαναλαµβάνοντας την παραπάνω ανάλυση παίρνουµε

d(U − TS + PV ) = dG ≤ dwe. (2.238)

΄Αρα
dwe ≥ dG. (2.239)

Για αυθόρµητες διαδικασίες

−|dwe| ≥ −|dG| (2.240)
|dwe| ≤ |dG|. (2.241)

Το µέγιστο Μη-PV έργο που µπορεί να κάνει το σύστηµα στο περιβάλλον
ισούται µε τη µεταβολή της απόλυτης τιµής της ελεύθερης ενέργειας Gibbs.

4. Ανεξάρτητες µεταβλητές (T, V, µ). Ελεύθερη Ενέργεια Φ.

Φ(T, V, µ) = A−Nµ = A−G = −PV, (2.242)

dΦ = −SdT − PdV −Ndµ, (2.243)(
∂Φ

∂T

)
V,µ

= −S,

(
∂Φ

∂V

)
T,µ

= −P,

(
∂Φ

∂µ

)
T,V

= −N. (2.244)

Εξισώσεις Maxwell (
∂S

∂V

)
T,µ

=

(
∂P

∂T

)
V,µ

, etc. (2.245)

Να αποδειχθούν οι παραπάνω εξισώσεις.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
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Με τις γνώσεις που έχετε αποκτήσει για τους µετασχηµατισµούς Legendre απο-
δείξτε τις ανισότητες που ικανοποιούν τα ϑερµοδυναµικά δυναµικά και δίδονται στο
πρώτο κεφάλαιο.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

2.16 Γενίκευση

Μέχρι τώρα έχουµε ϑεωρήσει συστήµατα µε ανεξάρτητες µεταβλητές την εντροπία,
τον όγκο και των αριθµό σωµατιδίων ενός ή διαφορετικών ειδών. Συστήµατα υπό
τάση ή µέσα σε πεδία χρειάζονται νέες µεταβλητές για την περιγραφή τους. Για
παράδειγµα η εσωτερική ενέργεια ενός συστήµατος στο ϐαρητικό πεδίο της Γης
είναι :

dU(S, V,N, z) = dU0(S, V,N) +mgdz, (2.246)

όπου m η µάζα του συστήµατος, g η σταθερά επιτάχυνσης του πεδίου ϐαρύτητας,
και z η απόσταση του κέντρου µάζας του συστήµατος από την επιφάνεια της
ϑάλασσας. U0 συµβολίζει την εσωτερική ενέργεια του συστήµατος χωρίς πεδίο.
Οµοίως, πρέπει να προσθέσουµε στην εσωτερική ενέργεια τους όρους

1. για τεντωµένο λάστιχο
fdl : (δύναµη) × (επιµήκυνση)

2. για επιφάνεια υπό τάση
γdα : (τανυστής τάσεως) × (επιφάνεια)

3. για ηλεκτρικό ϕορτίο µέσα σε ηλεκτρικό πεδίο
AdQ : (ηλεκτρικό δυναµικό) × (ϕορτίο)

4. µαγνητική ϱοπή µέσα σε µαγνητικό πεδίο
BdI : (µαγνητικό πεδίο) × (µαγνητική ϱοπή)

5. κ.τ.λ.

Κατά ανάλογο τρόπο γράφονται και τα άλλα ϑερµοδυναµικά δυναµικά. Εάν
ϑεωρήσουµε το γενικό ϑερµοδυναµικό δυναµικό

Ψ(X1, X2, . . . , Xr, Ir+1, Ir+2, . . . , Is), (2.247)
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ως συνάρτηση r εκτατικών µεταβλητών, (X1, X2, . . . , Xr) και s− r συζυγών εντα-
τικών µεταβλητών, (Ir+1, Ir+2, . . . , Is) τότε :

Αντιστρεπτές µεταβολές :

dΨ =

r∑
i=1

IidXi −
s∑

j=r+1

XjdIj . (2.248)

Εξισώσεις Maxwell

∂Ii
∂Ij

= −∂Xj

∂Xi
, (j > r και i ≤ r). (2.249)

∂Xi

∂Ij
=

∂Xj

∂Ii
, (i, j ≤ r). (2.250)

∂Ii
∂Xj

=
∂Ij
∂Xi

, (i, j > r). (2.251)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Σε καταστάσεις ισορροπίας µε σταθερές τις παραµέτρους του περιβάλλοντος,
το ϑερµοδυναµικό δυναµικό ϐρίσκεται σε ακρότατο ως προς Μη-περιορισµένες
εσωτερικές διαµερίσεις

∂Ψ = 0. (2.252)

Η Ψ είναι κυρτή (convex) συνάρτηση ως προς τις εκτατικές µεταβλητές(
∂2Ψ

∂X2
i

)
X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xr,Ir+1,...,Is

≥ 0, (2.253)

και κοίλη (concave) συνάρτηση ως προς τις εντατικές µεταβλητές(
∂2Ψ

∂I2r+j+1

)
X1,...,Xr,Ir+1,...,Ir+j ,Ir+j+2,...,Is

≤ 0. (2.254)

Τα κριτήρια ευστάθειας των καταστάσεων ισορροπίας αφορούν συζυγείς µετα-
ϐλητές (Xi, Ii):(

∂Ii
∂Xi

)
X1,...,Xi−1,Xi+1,...,Xr,Ir+1,...,Is

≥ 0, [(S, T ), (V,−P ), (ni, µi)] . (2.255)
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Λόγω της σπουδαιότητας των γεωµετρικών ιδιοτήτων των ϑερµοδυναµικών δυ-
ναµικών επαναλαµβάνουµε:

Σε κοίλες επιφάνειες κάθε εφαπτόµενο (υπερ-)επίπεδο (ευθεία) έχει όλη την
επιφάνεια από κάτω, ενώ σε κυρτές επιφάνειες κάθε εφαπτόµενο (υπερ-)επίπεδο
(ευθεία) έχει όλη την επιφάνεια από πάνω.

Επειδή κάθε σηµείο στην κοίλη επιφάνεια της εντροπίας είναι σηµείο ισορροπίας
ικανοποιούνται και οι συνθήκες µεγίστου (ανισότητες (1.54) ). Το ίδιο ισχύει και για
την κυρτή επιφάνεια της εσωτερικής ενέργειας όπου ισχύουν οι συνθήκες ελαχίστου
(ανισότητες (1.75) ).

΄Οταν η επιφάνεια της εντροπίας αλλάζει καµπυλότητα και παύει να είναι κοίλη
(αντιστοίχως η επιφάνεια του ϑερµοδυναµικού δυναµικού δεν είναι κυρτή), τότε
δεν ισχύουν και οι ανισότητες µεγίστου (ελαχίστου) και οι καταστάσεις αυτές είναι
ασταθείς. Τότε έχουµε ανοµοιογένεια στο σύστηµα και αλλαγή ϕάσεως.

2.17 Εξίσωση Gibbs-Duhem

Το ϑερµοδυναµικό δυναµικό, Ψ, που προκύπτει µε την αντικατάσταση όλων των ε-
κτατικών µεταβλητών (S, V,Ni) στην εσωτερική ενέργεια µε τις αντίστοιχες συζυγείς
τους εντατικές µεταβλητές (T,−P, µi) είναι ταυτοτηκά ίσο µε το µηδέν. Πράγµατι,
επειδή U = TS − PV +

∑
i µiNi,

Ψ(T, P, µi) = U − TS + PV −
∑
i

µiNi ≡ 0. (2.256)

΄Αρα

dΨ(T, P, µi) = dU − TdS − SdT + PdV + V dP −
∑
i

µidNi −
∑
i

Nidµi = 0.

(2.257)
Από τη Θεµελιώδη εξίσωση της Θερµοδυναµικής γνωρίζουµε

dU = TdS − PdV +
∑
i

µidNi.

΄Αρα
SdT − V dP +

∑
i

Nidµi = 0. (2.258)
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Αυτή είναι η εξίσωση Gibbs-Duhem.
Παρατηρούµε ότι, όταν περιγράφουµε το ϑερµοδυναµικό σύστηµα µε εντα-

τικές ανεξάρτητες µεταβλητές ο αριθµός τους ελαττώνεται κατά ένα. Η εξίσωση
2.258 µπορεί να υπολογίσει µια µεταβλητή συναρτήσει των υπολοίπων. Αυτό είναι
συνέπεια της οµογένειας πρώτου ϐαθµού των ϑερµοδυναµικών εκτατικών ποσο-
τήτων ως προς τον αριθµό των σωµατιδίων όπως, η εσωτερική ενέργεια, εντροπία,
ενθαλπία, ελεύθερη ενέργεια, αλλά και ο όγκος.

Πράγµατι,
V (λN1, λN2, . . . , ) = λV (N1, N2, . . . ).

Το ϑεώρηµα του Euler για οµογενείς συναρτήσεις πρώτου ϐαθµού µας δίδει

V =
∑
i

Ni

(
∂V

∂Ni

)
T,P,Nj ̸=i

=
∑
i

Nivi, (2.259)

τα vi ορίζονται ως Μερικοί Γραµµοµοριακοί ΄Ογκοι.
Η Εξίσ. 2.259 µας λέει ότι ο όγκος του συστήµατος είναι το άθροισµα των

µερικών όγκων κάθε χηµικού συστατικού (Nivi).
Το ολικό διαφορικό του όγκου είναι

dV =
∑
i

dNi

(
∂V

∂Ni

)
T,P,Nj ̸=i

=
∑
i

dNivi. (2.260)

Πρέπει όµως να ισχύει

dV =
∑
i

dNivi +
∑
i

Nidvi. (2.261)

Από τις δύο Εξισώσεις (2.260, 2.261), συµπεραίνουµε ότι∑
i

Nidvi = 0. (2.262)

Το ολικό διαφορικό του µερικού γραµµοµοριακού όγκου vi γράφεται

dvi =
∑
k

(
∂vi
∂Nk

)
T,P

dNk. (2.263)

Εποµένως η Εξ. 2.262 µετασχηµατίζεται στην

∑
i

Ni

(∑
k

(
∂vi
∂Nk

)
T,P

dNk

)
=
∑
k

(∑
i

Ni

(
∂vk
∂Ni

)
T,P

)
dNk = 0. (2.264)

΄Εχουµε εφαρµόσει την ισότητα των µικτών παραγώγων

∂vi
∂Nk

=
∂2V

∂Nk∂Ni
=

∂2V

∂Ni∂Nk
=

∂vk
∂Ni

. (2.265)
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Επειδή τα dNk είναι ανεξάρτητα και µπορούν να µεταβάλλονται αυθαίρετα συ-
µπεραίνουµε ότι

∑
i

Ni

(
∂vk
∂Ni

)
T,P

= 0. (2.266)

Το Χηµικό ∆υναµικό είναι µια Μερική Γραµµοµοριακή ποσότητα ελεύθερης
ενέργειας Gibbs (περισσότερα στην ενότητα περί ϕάσεων). Εποµένως µπορεί να
αποδειχθεί µια εξίσωση όµοια της 2.266

G =
∑
k

Nk

(
∂G

∂Nk

)
T,P

=
∑
k

Nkµk,
∑
i

Ni

(
∂µk

∂Ni

)
T,P

= 0. (2.267)

Ισχύει επίσης για τη µερική γραµµοµοριακή ελεύθερη ενέργεια Helmholtz (ak)
και τη µερική γραµµοµοριακή Ενθαλπία (hk)

A =
∑
k

Nk

(
∂A

∂Nk

)
T,P

=
∑
k

Nkak,
∑
i

Ni

(
∂ak
∂Ni

)
T,P

= 0. (2.268)

H =
∑
k

Nk

(
∂H

∂Nk

)
T,P

=
∑
k

Nkhk,
∑
i

Ni

(
∂hk

∂Ni

)
T,P

= 0. (2.269)

Παρόµοιες σχέσεις µπορούν να εξαχθούν για την εντροπία και την εσωτερική ε-
νέργεια.

2.18 Θερµοδυναµικές Σχέσεις

Στη ϑερµοδυναµική έχουµε ποσότητες που µπορούµε να ελέγξουµε και να µε-
τρήσουµε στο εργαστήριο (w, q, T, P, V, CV , CP , α, κT , κS ) και ποσότητες που υ-
πολογίζουµε µε τις ϑερµοδυναµικές εξισώσεις (S,U,A,G).

1. Θεωρώντας ως µεταβλητές τα (V, T ), την ύπαρξη µιας εξίσωσης καταστάσεων
που δίδει την πίεση ως συνάρτηση των P = f(V, T ) και τη ϑερµοχωρητι-
κότητα υπό σταθερό όγκο, δείξτε ότι
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(i)

(
∂CV

∂V

)
T

= T

(
∂2P

∂T 2

)
V

(2.270)

(ii)

(
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

(2.271)

(iii)

(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P (2.272)

(iv)

(
∂H

∂V

)
T

= T

(
∂P

∂T

)
V

+ V

(
∂P

∂V

)
T

(2.273)

= T

(
∂P

∂T

)
V

− 1

κT
(2.274)

(v) CP − CV = −T

[(
∂P

∂T

)
V

]2/(∂P

∂V

)
T

(2.275)

= κTTV

[(
∂P

∂T

)
V

]2
(2.276)

= TV α2/κT (2.277)

(vi)

(
∂H

∂T

)
V

= CV + V

(
∂P

∂T

)
V

(2.278)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

(i)
dA = −SdT − PdV. (2.279)

S = −
(
∂A

∂T

)
V

, P = −
(
∂A

∂V

)
T

. (2.280)

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

(2.281)

= −T
∂2A

∂T 2
. (2.282)

(
∂CV

∂V

)
T

= −T
∂3A

∂T 2∂V
(2.283)

= −T
∂2

∂T 2

(
∂A

∂V

)
T

(2.284)

= T

(
∂2P

∂T 2

)
V

. (2.285)
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(ii)
dA = −SdT − PdV. (2.286)

Εξίσωση Maxwell (
∂S

∂V

)
T

=

(
∂P

∂T

)
V

. (2.287)

(iii)
dU = TdS − PdV. (2.288)

(
∂U

∂V

)
T

= T

(
∂S

∂V

)
T

− P (2.289)

= T

(
∂P

∂T

)
V

− P. (2.290)

(iv)
dH = TdS + V dP. (2.291)

(
∂H

∂V

)
T

= T

(
∂S

∂V

)
T

+ V

(
∂P

∂V

)
T

(2.292)

= T

(
∂P

∂T

)
V

+ V

(
∂P

∂V

)
T

. (2.293)

(v)

CV = T

(
∂S

∂T

)
V

(2.294)

= T
∂(S, V )

∂(T, V )
(2.295)

= T
∂(S, V )/∂(T, P )

∂(T, V )/∂(T, P )
(2.296)

= T

(
∂S
∂T

)
P

(
∂V
∂P

)
T
−
(
∂S
∂P

)
T

(
∂V
∂T

)
P(

∂V
∂P

)
T

(2.297)

= T

(
∂S

∂T

)
P

+ T

[(
∂V

∂T

)
P

]2/(∂V

∂P

)
T

(2.298)

= CP + Tα2V 2/(−V kT ). (2.299)

΄Αρα

CP − CV =
α2

kT
TV. (2.300)

ο.ε.δ.
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2. Θεωρώντας ως µεταβλητές τα (P, T ), την ύπαρξη µιας εξίσωσης καταστάσεων
που δίδει τον όγκο ως συνάρτηση των V = f(P, T ) και τη ϑερµοχωρητικότη-
τα υπό σταθερή πίεση, δείξτε ότι

(i)

(
∂CP

∂P

)
T

= −T

(
∂2V

∂T 2

)
P

(2.301)

(ii)

(
∂S

∂P

)
T

= −
(
∂V

∂T

)
P

(2.302)

= −V α (2.303)

(iii)

(
∂U

∂P

)
T

= −T

(
∂V

∂T

)
P

− P

(
∂V

∂P

)
T

(2.304)

= −TV α+ PV κT (2.305)

(iv)

(
∂H

∂P

)
T

= V − T

(
∂V

∂T

)
P

(2.306)

= V − TV α (2.307)

(v) CP − CV = −T

[(
∂V

∂T

)
P

]2/(∂V

∂P

)
T

(2.308)

= TV α2/κT (2.309)

(vi)

(
∂U

∂T

)
P

= CP − P

(
∂V

∂T

)
P

(2.310)

= CP − PV α (2.311)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

3. Για αδιαβατικές και αντιστρεπτές διαδικασίες (dS = 0) ϐρείτε συναρτήσει
των ϑερµοχωρητικοτήτων
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(i)

(
∂T

∂V

)
S

= − T

CV

(
∂P

∂T

)
V

(2.312)

(ii)

(
∂T

∂P

)
S

=
T

CP

(
∂V

∂T

)
P

(2.313)

=
TV α

CP
(2.314)

(iii)

(
∂V

∂P

)
S

=
CV

CP

(
∂V

∂P

)
T

(2.315)

=

(
∂V

∂P

)
T

+
T

CP

[(
∂V

∂T

)
P

]2
(2.316)

= −κTV +
α2V 2T

CP
(2.317)

CP

CV
=

κT

κS
(2.318)

(iv)

(
∂P

∂V

)
S

=

(
∂P

∂V

)
T

− T

CV

[(
∂P

∂T

)
V

]2
(2.319)

= − 1

κTV
− α2

κ2
T

T

CV
(2.320)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

(i) (
∂T

∂V

)
S

= −
(∂S/∂V )T
(∂S/∂T )V

(2.321)

= − T

CV

(
∂P

∂T

)
V

. (2.322)

(iii) (
∂V

∂P

)
S

=
∂(V, S)

∂(P, S)
(2.323)

= T
∂(V, S)/∂(V, T )

∂(P, S)/∂(P, T )

∂(V, T )

∂(P, T )
(2.324)

=

(
∂S
∂T

)
V(

∂S
∂T

)
P

(
∂V

∂P

)
T

(2.325)

=
CV

CP

(
∂V

∂P

)
T

(2.326)
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ο.ε.δ.

2.19 Νόµος των Φάσεων (Gibbs)

F = C − Φ+ 2. (2.327)

F = Βαθµοί Ελευθερίας,
C = Αριθµός Συστατικών,
Φ = Αριθµός Φάσεων.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Για µία καθαρή χηµική ένωση σε µία ϕάση έχουµε ορίσει την Ελεύθερη Ενέρ-
γεια Gibbs ως

G = µn, (2.328)

που σηµαίνει ότι το χηµικό δυναµικό είναι η ελεύθερη ενέργεια ανά γραµµοµόριο
(ή µόριο). Μετρώντας την ελεύθερη ενέργεια ανά µονάδα µάζας ϐλέπουµε ότι είναι
συνάρτηση µόνο δύο εντατικών ιδιοτήτων, π.χ. της ϑερµοκρασίας και της πίεσης,

Gm =
G

n
= µ(T, P ). (2.329)

Την ποσότητα Gm την ονοµάζουµε Γραµµοµοριακή Ελεύθερη Ενέργεια. Εάν έχου-
µε C διαφορετικές ουσίες σε µια ϕάση η ελεύθερη ενέργεια ως οµογενής συνάρ-
τηση πρώτου ϐαθµού σε σχέση µε τον αριθµό των µορίων (γραµµοµορίων) ισούται

G =

C∑
i=1

µini. (2.330)

∆ιαιρούµε και τα δύο µέλη της παραπάνω εξίσωσης µε τον ολικό αριθµό γραµµο-
µορίων n

n =

C∑
i=1

ni, (2.331)

Gm =
G

n
=

C∑
i=1

ni

n
µi, (2.332)



2.19. ΝΟΜΟΣ ΤΩΝ ΦΑΣΕΩΝ 97

και ορίζουµε τα γραµµοµοριακά κλάσµατα

χi =
ni

n
. (2.333)

Η γραµµοµοριακή ελεύθερη ενέργεια τότε γράφεται

Gm =

C∑
i=1

χiµi (2.334)

C∑
i=1

χi = 1. (2.335)

Από τις δύο παραπάνω εξισώσεις συµπεραίνουµε ότι η ελεύθερη ενέργεια ανά
γραµµοµόριο συνολικής ποσότητας ουσιών είναι συνάρτηση (C − 1) + 2 ανεξάρ-
τητων µεταβλητών, (C − 1) γραµµοµοριακών κλασµάτων, της ϑερµοκρασίας και
της πίεσης.

Εάν σας παραξενεύει το γεγονός ότι περνώντας από µια εκτατική ιδιότητα που
είναι η ελεύθερη ενέργεια στην αντίστοιχη γραµµοµοριακή ποσότητα, οι ανεξάρ-
τητες µεταβλητές ελαττώνονται κατά µία µπορείτε να το λάβετε ως συνέπεια της
οµογενούς ιδιότητας της συνάρτησης. Πράγµατι, η οµογένεια των συναρτήσεων
είναι ένα είδος συµµετρίας που µας επιτρέπει να ελαττώσουµε κατά µία τις ανε-
ξάρτητες µεταβλητές.

Για ένα σύστηµα C ουσιών και Φ ϕάσεων η ελεύθερη ενέργεια γράφεται

G =

Φ∑
r=1

Gr, (2.336)

Gr =

C∑
i=1

µr
in

r
i . (2.337)

Οµοίως όπως παραπάνω

nr =

C∑
i=1

nr
i , r = 1, . . . ,Φ, (2.338)

Gr
m =

Gr

nr
=

C∑
i=1

nr
i

nr
µr
i , r = 1, . . . ,Φ. (2.339)

Ορίζουµε το γραµµοµοριακό κλάσµα της χηµικής ένωσης i στη ϕάση r

χr
i =

nr
i

nr
. (2.340)

Η γραµµοµοριακή ελεύθερη ενέργεια στη ϕάση r γράφεται

Gr
m =

Gr

nr
=

C∑
i=1

χr
iµ

r
i , r = 1, . . . ,Φ, (2.341)
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C∑
i=1

χr
i = 1, r = 1, . . . ,Φ. (2.342)

Η συνάρτηση G (συνολική ελεύθερη ενέργεια) εξαρτάται από Φ(C−1)+2 εντατικές
µεταβλητές οι οποίες όµως ∆ΕΝ είναι όλες ανεξάρτητες. Για κάθε χηµική ένωση i
που ϐρίσκεται σε Φ ϕάσεις και σε καταστάσεις ισορροπίας ισχύουν οι παρακάτω
εξισώσεις

µ1
i = µ2

i = · · · = µΦ
i = µi, (2.343)

δηλαδή (Φ − 1) εξισώσεις. Συνολικά για τις C ενώσεις έχουµε C(Φ − 1) εξι-
σώσεις που µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να ϐρούµε C(Φ−1) γραµµοµορια-
κά κλάσµατα συναρτήσει των υπολοίπων.

Με αυτό το συλλογισµό ο κ. Gibbs συµπέρανε ότι οι καταστάσεις ισορροπίας
ενός συστήµατος που αποτελείται από C ενώσεις και Φ ϕάσεις χρειάζονται για τη
µονοσήµαντη περιγραφή τους

F = Φ(C − 1) + 2− C(Φ− 1) = C − Φ+ 2, (2.344)

ανεξάρτητες εντατικές µεταβλητές. Προσοχή, το γεγονός ότι έχουµε δύο επιπλέον
µεταβλητές εκτός των γραµµοµοριακών κλασµάτων ισχύει για τα συστήµατα που
συνήθως µελετάµε στη Χηµεία. Εάν το σύστηµα µας είναι πιο πολύπλοκο, για
παράδειγµα ϐρίσκεται σε ένα µαγνητικό ή ϐαρητικό πεδίο, οι ανεξάρτητες µετα-
ϐλητές ϑα αυξηθούν. Επίσης, ο αριθµός των ανεξάρτητων συστατικών υπολογίζεται
λαµβάνοντας υπόψιν τις χηµικές εξισώσεις µεταξύ των χηµικών συστατικών (R),
εξισώσεις διατήρησης ϕορτίων και πιθανούς άλλους περιορισµούς µεταξύ των συ-
στατικών (M ).

F = C − Φ+ 2−R−M. (2.345)

΄Ενας άλλος τρόπος να αποδείξουµε το νόµο των Φάσεων του Gibbs είναι να
ϑεωρήσουµε ως µεταβλητές τις εντατικές ιδιότητες (T, P, µ1, µ2, . . . , µC), δηλαδή
(2 + C) µεταβλητές. Το χηµικό δυναµικό κάθε ουσίας περιγράφεται από διαφο-
ϱετική συνάρτηση σε διαφορετικές ϕάσεις, αλλά είναι ίσα στις καταστάσεις ισορ-
ϱοπίας. Για Φ ϕάσεις ισχύουν Φ εξισώσεις Gibbs-Duhem που µας επιτρέπουν να
υπολογίσουµε Φ χηµικά δυναµικά (οποιαδήποτε). ΄Αρα οι ανεξάρτητες µεταβλητές
είναι F = (2 + C)− Φ = C − Φ+ 2.

Ας επαληθεύσουµε τον τύπο.

1) Μία καθαρή ουσία σε µία ϕάση: F = 2 (συνήθως ϑεωρούµε τη ϑερµοκρασία
και την πίεση ως µεταβλητές).

2) Μία καθαρή ουσία σε δύο ϕάσεις : F = 1 (δες Σχήµατα 2.20, 2.21).
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Σχήµα 2.20: Μια καθαρή χηµική ένωση µπορεί να συνυπάρχει σε δύο ϕάσεις
µόνο κατά µήκος της τοµής των δύο επιφανειών του χηµικού δυναµικού.

µ1 

µ2 

µ(T, P) 

T 

P 

µ1 = µ2 

dp(t)/dt 

Στις καταστάσεις ισορροπίας που η χηµική ένωση συνυπάρχει σε δύο ϕάσεις
εάν ϑεωρήσουµε τη ϑερµοκρασία ως ανεξάρτητη µεταβλητή η πίεση ϑα είναι µια
συνάρτηση της ϑερµοκρασίας. Σε ένα διάγραµµα (T, P ) καταστάσεις που οι δύο
ϕάσεις συνυπάρχουν περιγράφονται µε µια καµπύλη.

Γνωρίζουµε την καµπύλη αυτή ; Την απάντηση την έδωσαν οι Clausius-
Clapeyron υπολογίζοντας την κλίση της καµπύλης αυτής στο σηµείο (T, P ).

Πράγµατι από τη συνθήκη ισορροπίας µεταξύ των δύο ϕάσεων 1 και 2

µ1(T, P (T )) = µ2(T, P (T )), (2.346)

συµπεραίνουµε
∂µ1

∂T
+

∂µ1

∂P

dP

dT
=

∂µ2

∂T
+

∂µ2

∂P

dP

dT
. (2.347)

Το ολικό διαφορικό του χηµικού δυναµικού είναι

dµ = −SmdT + VmdP, (2.348)

Sm και Vm είναι η γραµµοµοριακή εντροπία και ο γραµµοµοριακός όγκος α-
ντίστοιχα. Εποµένως µπορούµε να γράψουµε

−S1
m + V 1

m

dP

dT
= −S2

m + V 2
m

dP

dT,
(2.349)
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Σχήµα 2.21: Ασυνέχεια του χηµικού δυναµικού µιας καθαρής ουσίας κατά την
αλλαγή ϕάσεως µε τη µεταβολή της ϑερµοκρασίας.

µ

TTc

Εξίσωση Clausius-Clapeyron.

dP

dT
=

S2
m − S1

m

V 2
m − V 1

m

=
∆vapSm

∆vapVm
, (2.350)

Αξίζει να αναφερθεί ότι στο ίδιο αποτέλεσµα µπορούµε να καταλήξουµε χρη-
σιµοποιώντας την εξίσωση Maxwell 2.245 που συµπεραίνουµε από το δυναµικό
Φ. (

∂S

∂V

)
T,µ

=

(
∂P

∂T

)
V,µ

. (2.351)

Κατά µήκος της καµπύλης συνύπαρξης των δύο ϕάσεων P (T ) µπορούµε να
γράψουµε την παραπάνω εξίσωση ως

dP

dT
=

S2 − S1

V 2 − V 1
=

S2
m − S1

m

V 2
m − V 1

m

. (2.352)

Επειδή η διαδικασία µεταβολής της ϕάσεως µια χηµικής ένωσης είναι αντι-
στρεπτή δικαιολογείται να γράψουµε ∆vapSm = q/T.

dP

dT
=

q

T∆vapVm
. (2.353)

΄Οταν δύο ϕάσεις συνυπάρχουν (π.χ. νερό-υδρατµός) η ϑερµοκρασία και η
πίεση παραµένουν σταθερά, αλλά ο γραµµοµοριακός όγκος και η γραµµοµορια-
κή εντροπία διαφέρουν και αυτές οι διαφορές εµφανίζονται µε ένα χάσµα στα
διαγράµµατα (T, S) και (T, V ), (δες Σχήµα 2.22).
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Σχήµα 2.22: Αλλαγή ϕάσεως πρώτης τάξεως µιας καθαρής ουσίας στη ϑερµοκρα-
σία Tc και για συγκεκριµένη πίεση.

S

T

V

T
Tc Tc

∆ιαγράµµατα ϕάσεων µια χηµικής ένωσης σε προβολές (T, P ) και (T, V ) πα-
ϱουσιάζονται στο Σχήµα 2.23.

3) Μία καθαρή ουσία µπορεί να έχει τρεις ϕάσεις (Φ = 3), αλλά τότε οι ϐαθµοί
ελευθερίας για τέτοιες καταστάσεις είναι F = 0. ∆ηλαδή, υπάρχει µόνο µια κα-
τάσταση (Tc, Pc) που ικανοποιεί αυτή τη συνθήκη. Για το νερό το σηµείο (Tc, Pc)
ονοµάζεται τριπλό σηµείο.

4) Σύστηµα δύο ουσιών µε γραµµοµοριακά κλάσµατα x1 και x2, (x1 + x2 =
1) και µία ϕάση έχει F = 3 ϐαθµούς ελευθερίας. Ως ανεξάρτητες µεταβλητές
µπορούµε να ϑεωρήσουµε τις, ϑερµοκρασία, πίεση και το γραµµοµοριακό κλάσµα
µιας χηµικής ένωσης, π.χ. x1.

5) Σύστηµα δύο ουσιών µε δύο ϕάσεις, F = 2 ϐαθµούς ελευθερίας. Εάν η ϑερ-
µοκρασία και η πίεση κρατούνται σταθερές ως ανεξάρτητες µεταβλητές ϑεωρούµε
τα γραµµοµοριακά κλάσµατα της µιας ουσίας στις δύο ϕάσεις, x1A και x1B.

Συνιστούµε τη µελέτη των Κεφαλαίων 8 και 9 του ϐιβλίου του Atkins [9] για
εξοικείωση µε τα διαγράµµατα ϕάσεων δύο και τριών συστατικών.
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Σχήµα 2.23: ∆ιαγράµµατα µεταβολής ϕάσεων πρώτης τάξεως µιας καθαρής ου-
σίας. Οι κόκκινες γραµµές παριστούν τη µεταβολή του όγκου µε τη ϑερµοκρασία
αλλά για µια συγκεκριµένη τιµή της πίεσης.

P

T

ΦΑΣΗ−2

V

T

ΦΑΣΗ−1

ΦΑΣΗ−2

ΦΑΣΗ−1,2

ΦΑΣΗ−1

T

P

T

V

ΦΑΣΗ−1

ΦΑΣΗ−2

2,3

ΦΑΣΗ−3
1,3

ΦΑΣΗ−1

ΦΑΣΗ−2

1,21+2

1+3

2+3

1+2

P = P1

P1P2

ΦΑΣΗ−3
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Σχήµα 2.24: Σχολιάστε το παρακάτω διάγραµµα. Για ασταθείς καταστάσεις ισχύει
CV < 0, CV =

(
∂U
∂T

)
V
= −

(
∂S
∂U

)2
V
/
(

∂2S
∂U2

)
V

. Χρησιµοποιείστε τη σχέση d
(
1
T

)
=

−dT
T 2

U

S

ΦΑΣΗ 2

ΦΑΣΗ 1

ΑΣΤΑϑΕΙΣ

ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ

ΦΑΣΕΙΣ 1+2
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Σχήµα 2.25: Σχολιάστε το παρακάτω διάγραµµα. (΄Ενας µετασχηµατισµός Legen-
dre της συνάρτησης της εντροπίας ορίζεται ως LS(T, Vm) = S(U, Vm) − U/T =
−Am/T . ΄Αρα, εάν η S(U, Vm) είναι κυρτή συνάρτηση ως προς το U και κυρ-
τή ως προς τον όγκο για τις ασταθείς καταστάσεις, τότε η LS(T, Vm) είναι κοίλη
συνάρτηση ως προς τη ϑερµοκρασία και κυρτή ως προς τον όγκο. Η Ελεύθερη
Ενέργεια Helmholtz, Am(T, Vm) = −TLS , είναι κοίλη ως προς Vm για ασταθείς
καταστάσεις.)

Vm

Am

1

2

ΦΑΣΕΙΣ 1+2

ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ

ΑΣΤΑϑΕΙΣ 

Σχήµα 2.26: Σχολιάστε το παρακάτω διάγραµµα. (΄Ενας µετασχηµατισµός Le-
gendre της συνάρτησης της εντροπίας ορίζεται ως LS(T, P ) = S(U, Vm)− U/T −
PVm/T = −Gm/T . ΄Αρα εάν η S(U, Vm) είναι κυρτή συνάρτηση ως προς U και
Vm για ασταθείς καταστάσεις, τότε η LS(T, P ) είναι κοίλη συνάρτηση ως προς τη
ϑερµοκρασία και την πίεση. Η Ελεύθερη Ενέργεια Gibbs, Gm(T, P ) = −TLS ,
είναι κυρτή ως προς το T και P για ασταθείς καταστάσεις.)

V V P

Gm
Gm

P
Τ = ΣΤΑϑΕΡΑΤ = ΣΤΑϑΕΡΑΤ = ΣΤΑϑΕΡΑ

ΦΑΣΗ 1

ΦΑΣΗ 2

ΦΑΣΗ 2

ΦΑΣΗ 1

1+2

ΦΑΣΗ 1

ΦΑΣΗ 2
1+2

I
II

1+2
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Σχήµα 2.27: Σχολιάστε το παρακάτω διάγραµµα. (Η συµµετρία του δυναµικού
είναι αποτέλεσµα της ισότητας των χηµικών δυναµικών όταν οι δύο ϕάσεις συνυ-
πάρχουν.)

Vm

Gm
P

T

Tc2
Tc1

ΦΑΣΗ 1

ΦΑΣΗ 2

1

21

2

Tcr

Tcr1 Tcr1

Tcr

Tc2

Tc1
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Σχήµα 2.28: Σχολιάστε το παρακάτω διάγραµµα. (Με παράµετρο ελέγχου τη ϑερ-
µοκρασία παρατηρούµε διακλαδώσεις (bifurcations) στον γραµµοµοριακό όγκο
τύπου δικράνου (pitchfork) και σάγµατος-κόµβου (saddle-node).)

Vm
Vm

Gm

T

T1 < Tc

Vm

Tc

T2 > Tc

P

2 2 1 1

ΦΑΣΕΙΣ 1+2
ΦΑΣΕΙΣ 1+2

ΦΑΣΕΙΣ 1+2

ΑΣΤΑϑΕΙΣ

ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ
ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ

ΑΣΤΑϑΕΙΣ

ΚΑΤΑΣΤΑΣΕΙΣ

ΑΣΤΑϑΕΙΣ

TcTcr

ΦΑΣΗ 2

ΦΑΣΗ 1

ΦΑΣΗ 2

T T

T1 < Tc T2 > Tc

ΦΑΣΗ 1

ΦΑΣΗ 2

Tcr

ΦΑΣΗ 1

Tc
T1

T2

T < Tc

T > Tc

Vm
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2.20 ΘΕΩΡΗΜΑ DUHEM

Για ένα κλειστό σύστηµα µε οποιοδήποτε αριθµό ϕάσεων, συστατικών και
χηµικών αντιδράσεων, εάν οι αρχικές γραµµοµοριακές ποσότητες (N0

i ) των
συστατικών του ενώσεων είναι καθορισµένες τότε οι καταστάσεις ισορρο-
πίας ορίζονται µόνο µε δύο ανεξάρτητες µεταβλητές.

Η διαφορά του Θεωρήµατος Duhem από το νόµο των ϕάσεων του Gibbs είναι
ότι ο τελευταίος αναφέρεται µόνο σε εντατικές µεταβλητές του συστήµατος ενώ ο
νόµος Duhem σε εντατικές και εκτατικές.

Πράγµατι, εάν C είναι ο αριθµός των συστατικών του συστήµατος µε N0
i αρ-

χική γραµµοµοριακή ποσότητα κάθε ουσίας, i = 1, . . . , C, τότε εκτός της Θερµο-
κρασίας και της πίεσης (2 µεταβλητές ) χρειαζόµαστε CΦ επί πλέον µεταβλητές,
nr
i , για να περιγράψουµε τη σύσταση κάθε ϕάσης, r = 1, . . . ,Φ. ΄Ολες αυτές οι

µεταβλητές δεν είναι ανεξάρτητες γιατί πρέπει να ισχύουν οι C εξισώσεις

Φ∑
r=1

nr
i = N0

i , i = 1, . . . , C (2.354)

και επιπλέον λόγω ισορροπίας των ϕάσεων πρέπει να ισχύουν

µ1
i (T, P ) = µ2

i (T, P ) = · · · = µΦ
i (T, P ), i = 1, . . . , C (2.355)

συνολικά C(Φ− 1) εξισώσεις.
Συµπεραίνουµε ότι ο συνολικός αριθµός των ανεξάρτητων µεταβλητών είναι

F = CΦ + 2 − C(Φ − 1) − C = 2. Εάν µία ή περισσότερες χηµικές αντιδράσεις
λαµβάνουν χώρα στο σύστηµα αυτό δεν αλλάζει το αποτέλεσµα γιατί οι επιπλέον
εξισώσεις µεταξύ των χηµικών δυναµικών των αντιδρώντων και προϊόντων ενώσεων
είναι ίσες µε τις νέες ανεξάρτητες µεταβλητές (ξa) που πρέπει να εισαγάγουµε, και
οι οποίες περιγράφουν την έκταση των αντιδράσεων a.
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2.21 Πίνακας των κύριων Θερµοδυναµικών ∆υνα-
µικών
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Πίνακας 2.1: ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΑ ∆ΥΝΑΜΙΚΑ και οι ιδιότητές τους.
Εσωτερική Ενέργεια (U ) - Μονωµένο Σύστηµα, Μικροκανονική Συλλογή
Ενθαλπία (H ) - Ισοβαρές Σύστηµα, Ισοβαρής Συλλογή
Ελεύθερη Ενέργεια Helmholtz (A) - Κλειστό Σύστηµα, Κανονική Συλλογή
Ελεύθερη Ενέργεια Gibbs (G) - Ανοικτό Σύστηµα, Ισόθερµη και Ισοβαρής Συλλο-
γή

U H

U(S, V,N) = TS + (−P )V + µN H(S, P,N) = U − (−P )V
dU(S, V,N) = TdS + (−P )dV + µdN dH(S, P,N) = d(U + PV )
dU(S, V,N) = TdS − PdV + µdN dH(S, P,N) = TdS + V dP + µdN

(
∂U
∂S

)
V,N

= T
(
∂H
∂S

)
P,N

= T(
∂U
∂V

)
S,N

= −P
(
∂H
∂P

)
S,N

= V(
∂U
∂N

)
S,V

= µ
(
∂H
∂N

)
S,P

= µ

(
∂T
∂V

)
S,N

= −
(
∂P
∂S

)
V,N

(
∂T
∂P

)
S,N

=
(
∂V
∂S

)
P,N(

∂T
∂N

)
S,V

=
(

∂µ
∂S

)
V,N

(
∂T
∂N

)
S,P

=
(

∂µ
∂S

)
P,N

−
(
∂P
∂N

)
S,V

=
(

∂µ
∂V

)
S,N

(
∂V
∂N

)
S,P

=
(

∂µ
∂P

)
S,N

A G

A(T, V,N) = U − TS G(T, P,N) = U − TS − (−P )V
dA(T, V,N) = d(U − TS) dG(T, P,N) = d(U − TS + PV )
dA(T, V,N) = −SdT − PdV + µdN dG(T, P,N) = −SdT + V dP + µdN

(
∂A
∂T

)
V,N

= −S
(
∂G
∂T

)
P,N

= −S(
∂A
∂V

)
T,N

= −P
(
∂G
∂P

)
T,N

= V(
∂A
∂N

)
T,V

= µ
(
∂G
∂N

)
T,P

= µ

(
∂S
∂V

)
T,N

=
(
∂P
∂T

)
V,N

-
(
∂S
∂P

)
T,N

=
(
∂V
∂T

)
P,N

−
(
∂S
∂N

)
T,V

=
(

∂µ
∂T

)
V,N

-
(
∂S
∂N

)
T,P

=
(

∂µ
∂T

)
P,N

−
(
∂P
∂N

)
T,V

=
(

∂µ
∂V

)
T,N

(
∂V
∂N

)
T,P

=
(

∂µ
∂P

)
T,N
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Κεφάλαιο 3

Εφαρµογές

3.1 Ιδανικά Αέρια

3.1.1 Καταστατική Εξίσωση

PV = nRT, (Εξίσωση Κατάστασης) (3.1)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

∆ες Εξισώσεις (ʹ.86,ʹ.87,ʹ.88) στο Παράρτηµα ΣΤ΄ Στατιστική Θερµοδυναµική.

3.1.2 Εσωτερική ενέργεια

U(n, T ) =
3

2
nRT. (3.2)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

∆ες Εξισώσεις (ʹ.86,ʹ.87,ʹ.88) στο Παράρτηµα ΣΤ΄ Στατιστική Θερµοδυναµική.

111
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3.1.3 ΄Εργο που εκτελείται από το σύστηµα στο περιβάλλον
κατά την εκτόνωση του συστήµατος

dw = −PextdV (3.3)

w = −
∫ Vf

Vi

PextdV. (3.4)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

΄Εργο που εκτελείται κατά την εκτόνωση του συστήµατος µε σταθερή εξωτερική πίεση (Pext)

w = −
∫ Vf

Vi

PextdV = −Pext(Vf − Vi) = −Pext∆V. (3.5)

Ελεύθερη εκτόνωση (Pext = 0)

w = 0. (3.6)

΄Εργο που εκτελείται κατά την ισόθερµη αντιστρεπτή εκτόνωση (Pext = P ) ιδανικού αερίου µε πίεση P

w = −
∫ Vf

Vi

PdV,

= −nRT

∫ Vf

Vi

dV

V
,

= −nRT ln
Vf

Vi
. (3.7)

3.1.4 Θερµοχωρητικότητες

CV =
3

2
nR. (3.8)
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

CV =
∂U(n, T )

∂T
=

3

2
nR. (3.9)

CP − CV = nR. (3.10)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Από την εξίσωση (2.270(v)) για το ιδανικό αέριο (P = nRT/V ) παίρνουµε

CP − CV = −T

[(
∂P

∂T

)
V

]2
/

(
∂P

∂V

)
T

= −T (nR/V )2/(−nRT/V 2)

= nR. (3.11)

CP =
5

2
nR. (3.12)



114 ΚΕΦΑΛΑΙΟ 3. ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

CP = CV + nR =
3

2
nR+ nR =

5

2
nR. (3.13)

3.1.5 Εντροπία

Εξίσωση Sackur-Tetrode για µονοατοµικό ιδανικό αέριο

S = NkB

[
ln

(
V

N

(
4πmU

3Nh2

)3/2
)

+
5

2

]
. (3.14)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

∆ες σύνδεσµο
https://en.wikipedia.org/wiki/Sackur-Tetrode_equation

N : αριθµός ατόµων
kB : σταθερά Boltzmann
m : µάζα ατόµου
U : εσωτερική ενέργεια ιδανικού αερίου
h : σταθερά Planck

S = CV lnT + nR ln

(
V

n

)
+ σταθερά. (3.15)

https://en.wikipedia.org/wiki/Sackur-Tetrode_equation
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Ξεκινώντας µε την Θεµελειώδη Εξίσωση της Θερµοδυναµικής

dU = TdS − PdV (3.16)

έχουµε
TdS = dU + PdV = CV dT + PdV, (3.17)

ή

dS = CV
dT

T
+

P

T
dV = CV

dT

T
+ nR

dV

V
. (3.18)

Ολοκληρώνουµε την παραπάνω εξίσωση ϑεωρώντας τις ποσότητες n,CV σταθερές
και την κατάσταση (S0, T0, V0, P0) ως κατάσταση αναφοράς

∆S = S − S0

= CV ln

(
T

T0

)
+ nR ln

(
V/n

V0/n

)
= CV ln

(
T

T0

)
+ nR ln

(
Vm

Vm0

)
, (3.19)

αποδεικνύουµε ότι

S = CV lnT + nR ln

(
V

n

)
+ σταθερά. (3.20)

S = CP lnT − nR lnP + σταθερά. (3.21)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Ξεκινώντας από την καταστατική εξίσωση των ιδανικών αερίων

P = R
T

Vm
, (3.22)
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παίρνουµε
lnP = lnR+ lnT − lnVm, (3.23)

τα διαφορικά της οποίας είναι

dP

P
=

dT

T
− dVm

Vm
. (3.24)

Χρησιµοποιώντας την εξίσωση 3.18 γράφουµε

dS = CV
dT

T
+ nR

dVm

Vm

= (CP − nR)
dT

T
+ nR

dVm

Vm

= CP
dT

T
− nR

dT

T
+ nR

dVm

Vm

= CP
dT

T
− nR

[
dP

P
+

dVm

Vm

]
+ nR

dVm

Vm

= CP
dT

T
− nR

dP

P
. (3.25)

Εποµένως, ολοκληρώνουµε ορίζοντας µια κατάσταση αναφοράς (S0, T0, V0, P0)

∆S = CP ln

(
T

T0

)
− nR ln

(
P

P0

)
, (3.26)

S = CP lnT − nR lnP + σταθερά. (3.27)

3.1.6 Ισόθερµη αντιστρεπτή εκτόνωση

∆S = nR ln(Vf/Vi). (3.28)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Από την εξίσωση 3.19 και ϑεωρώντας T = T0 παίρνουµε

∆S = nR ln

(
Vf

Vi

)
. (3.29)
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3.1.7 Μη-αντιστρεπτή αδιαβατική εκτόνωση

∆T = −Pext∆V

CV
. (3.30)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

dU = dw, (3.31)

CV dT = −PextdV, (3.32)

και ολοκληρώνουµε ϑεωρώντας σταθερές τη CV και την εξωτερική πίεση

∆T = −Pext∆V

CV
. (3.33)

3.1.8 Αντιστρεπτή αδιαβατική εκτόνωση

PV γ = σταθερά. (3.34)

γ = CP /CV . (3.35)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Χρησιµοποιούµε τις εξισώσεις 3.24 και 3.18

dT

T
=

dP

P
+

dV

V
, (3.36)

dS = CV
dT

T
+ nR

dV

V
, (3.37)
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Συµπεραίνουµε

dS

CV
=

dP

P
+

dV

V
+

nR

CV

dV

V

=
dP

P
+

(
1 +

nR

CV

)
dV

V

=
dP

P
+

CP

CV

dV

V

=
dP

P
+ γ

dV

V
. (3.38)

΄Εχουµε εφαρµόσει την εξίσωση CP − CV = nR των ιδανικών αερίων. Ολοκλη-
ϱώνουµε ϑεωρώντας το γ σταθερό

∆S

CV
= ln

Pf

Pi
+ γ ln

(
Vf

Vi

)
= ln

(
PfV

γ
f

PiV
γ
i

)
, (3.39)

ή (
PfV

γ
f

PiV
γ
i

)
= exp (∆S/CV ) . (3.40)

Για αντιστρεπτές διαδικασίες ισχύει ∆S = 0. Εποµένως(
PfV

γ
f

PiV
γ
i

)
= 1. (3.41)

΄Αρα
PfV

γ
f = PiV

γ
i = PV γ = σταθερά. (3.42)

w = CV Ti[(Vi/Vf )
γ−1 − 1]. (3.43)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
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Το παραγώµενο έργο κατά την αντιστρεπτή αδιαβατική εκτόνωση ιδανικού αε-
ϱίου είναι

w = −
∫ Vf

Vi

PdV,

= −
∫ Vf

Vi

Pi
V γ
i

V γ
dV

= −PiV
γ
i

∫ Vf

Vi

dV

V γ

= −PiV
γ
i

1− γ

∫ Vf

Vi

dV (1−γ)

= −PiV
γ
i

1− γ

(
V

(1−γ)
f − V

(1−γ)
i

)
= − PiVi

1− γ
V

(γ−1)
i

(
V

(1−γ)
f − V

(1−γ)
i

)
= − PiVi

1− γ

[(
Vi

Vf

)(γ−1)

− 1

]

= − nRTi

(CV − CP )/CV

[(
Vi

Vf

)(γ−1)

− 1

]

= CV Ti

[(
Vi

Vf

)(γ−1)

− 1

]
. (3.44)

΄Εχουµε χρησιµοποιήσει την εξίσωση των ιδανικών αερίων, CP − CV = nR.

3.1.9 Ελεύθερη ενέργεια,
ισόθερµη αντιστρεπτή µεταβολή

G(T, P, n) = G(T, P ′, n) + nRT ln(P/P ′). (3.45)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
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dG(T, P, n) = −SdT + V dP + µdn (3.46)

G(P ) = G(P ′) +

∫ P

P ′
V dP

= G(P ′) +

∫ P

P ′

nRT

P
dP

= G(P ′) + nRT

∫ P

P ′

dP

P

= G(P ′) + nRT ln(P/P ′). (3.47)

3.1.10 Χηµικό δυναµικό

µ(T, P ) = µ(T, P ′) +RT ln(P/P ′). (3.48)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Το χηµικό δυναµικό είναι η γραµµοµοριακή Ελεύθερη Ενέργεια

G(T, P, n) = G(T, P ′, n) + nRT ln(P/P ′)

∂G(T, P, n)

∂n
=

∂G(T, P ′, n)

∂n
+RT ln(P/P ′)

µ(T, P ) = µ(T, P ′) +RT ln(P/P ′). (3.49)

3.1.11 Εξίσωση Clausius-Clapeyron για
υγρό(στερεό)-ατµό

d lnP/dT =
∆vapHm

RT 2
. (3.50)
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Στο προηγούµενο κεφάλαιο αποδείξαµε την εξίσωση 2.353 που είναι και το
σηµείο εκκίνησης της απόδειξης

dP

dT
=

q

T∆Vm
(3.51)

=
∆vapHm

T

P

RT
(3.52)

dP

PdT
=

∆vapHm

RT 2
(3.53)

d lnP

dT
=

∆vapHm

RT 2
, (3.54)

έχοντας κάνει την υπόθεση ότι η µεταβολή του όγκου είναι ο όγκος του σχηµατι-
Ϲόµενου αερίου, που ϕυσικά ϑεωρούµε ως ιδανικό, ∆Vm ≈ V g

m = RT/P .

Η εξίσωση Clapeyron (2.353) µπορεί επίσης να αποδειχθεί µε σηµείο αφε-
τηρίας την εξίσωση Maxwell που ϐασίζεται στο ϑερµοδυναµικό δυναµικό (Φ) µε
ανεξάρτητες µεταβλητές (T, V, µ), Εξισώσεις (2.242, 2.243)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

dΦ = −SdT − PdV − ndµ. (3.55)(
∂P

∂T

)
V,µ

=

(
∂S

∂V

)
T,µ

. (3.56)

Κατά την ισορροπία των δύο ϕάσεων µπορούµε να αντικαταστήσουµε τη µερική
παράγωγο στο αριστερό µέλος της παραπάνω εξίσωσης µε την ολική της µορφή
και τη δεξιά να την εκφράσουµε µε πεπερασµένες διαφορές

dP

dT
=

S2 − S1

V 2 − V 1
=

q

T∆V
. (3.57)
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΄Εχουµε κάνει χρήση του ∆εύτερου νόµου της ϑερµοδυναµικής για αντιστρεπτές
µεταβολές, q = T∆S.

P = P ∗ exp

[
−∆vapHm

R

(
1

T
− 1

T ∗

)]
. (3.58)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση

d lnP = ∆vapHmdT/RT 2. (3.59)

από το σηµείο (T ∗, P ∗) µέχρι το σηµείο (T, P ) κατά µήκος της καµπύλης συ-
νύπαρξης των δύο ϕάσεων παίρνουµε

ln(P/P ∗) = −∆vapHm

R

(
1

T
− 1

T ∗

)
. (3.60)

Θεωρούµε τη µεταβολή της ενθαλπίας κατά την αλλαγή της ϕάσεως σταθερή.

3.1.12 Μίγµατα δύο αερίων µε xi γραµµοµοριακά
κλάσµατα σε σταθερή πίεση και ϑερµοκρασία

∆mixG = nRT [xA lnxA + xB lnxB ] . (3.61)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Για δύο ιδανικά αέρια Α και Β σε πίεση P , η ελεύθερη ενέργεια είναι
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Gi = nAµ
A
i + nBµ

B
i (3.62)

= nA

[
µ⊖
A +RT ln

(
P

P⊖

)]
+ nB

[
µ⊖
B +RT ln

(
P

P⊖

)]
. (3.63)

Μετά την ανάµειξη τα δύο αέρια ϑα έχουν µερικές πιέσεις PA και PB, και η
ελεύθερη ενέργεια ϑα είναι

Gf = nAµ
A
f + nBµ

B
f (3.64)

= nA

[
µ⊖
A +RT ln

(
PA

P⊖

)]
+ nB

[
µ⊖
B +RT ln

(
PB

P⊖

)]
. (3.65)

΄Αρα

∆mixG = Gf −Gi = nA

[
RT ln

(
PA

P

)]
+ nB

[
RT ln

(
PB

P

)]
. (3.66)

Οι µερικές πιέσεις δίδονται από τα γραµµοµοριακά κλάσµατα

PA = χAP, PB = χBP. (3.67)

∆mixG = nART lnχA + nBRT lnχB (3.68)

= nRT [
nA

n
lnχA +

nB

n
lnχB ] (3.69)

= nRT [χA lnχA + χB lnχB ], (3.70)

όπου n = nA + nB .

∆mixS = −nR [xA lnxA + xB lnxB ] . (3.71)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Ισχύει
∂G

∂T
= −S. (3.72)
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∂∆mixG

∂T
= −∆mixS. (3.73)

΄Αρα από την παραπάνω σχέση αποδεικνύεται ότι

∆mixS = −nR [xA lnxA + xB lnxB ] . (3.74)

∆mixS = −∆mixG/T. (3.75)

∆mixU = ∆mixH = ∆mixV = 0. (3.76)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

∆mixG = ∆mixH − T∆mixS. (3.77)

΄Αρα
∆mixH = 0. (3.78)

Ισχύει
∂G

∂P
= V. (3.79)

∂∆mixG

∂P
= ∆mixV. (3.80)

΄Αρα
∂∆mixG

∂P
= 0 = ∆mixV. (3.81)

Επίσης,
∆mixG = ∆mixU − T∆mixS + P∆mixV. (3.82)

΄Αρα
∆mixU = 0. (3.83)

Παρατηρήσεις

1. Η ανάµιξη δύο ιδανικών αερίων είναι µια καθαρή αυθόρµητη διαδικασία
που οδηγείται µόνο από την αύξηση της εντροπίας, δεν έχουµε καµία µετα-
ϐολή στην εσωτερική ενέργεια του συστήµατος.

∆mixG = −T∆mixS. (3.84)
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2. Από τους τύπους ϐλέπουµε ότι η µεταβολή της ελεύθερης ενέργειας είναι
αρνητική και η µεταβολή της εντροπίας ϑετική όπως πρέπει να συµβαίνει σε
µια αυθόρµητη διαδικασία όπως η ανάµιξη δύο αερίων.

3. Θα ισχύουν τα παραπάνω εάν τα αέρια δεν είναι ιδανικά;

3.1.13 Χηµικές Αντιδράσεις σε σταθερή
πίεση και ϑερµοκρασία

Χηµική Εξίσωση: 0 =
∑
j

νjj (3.85)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

΄Ολες οι χηµικές αντιδράσεις µπορούν να γραφούν µε την ΑΛΓΕΒΡΙΚΗ µορφή.

Παράδειγµα

aA + bB → cC + dD
0 = -aA - bB + cC + dD

0 =

4∑
j=1

νjj, (3.86)

όπου (ν1 = −a, j = 1 ≡ A), (ν2 = −b, j = 2 ≡ B), (ν3 = +c, j = 3 ≡
C), (ν4 = +d, j = 4 ≡ D).

∆rGm =
∑
j

νjµj , (3.87)
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Από τη στοιχειοµετρία της αντίδρασης συµπεραίνουµε ότι η γραµµοµοριακή
σχέση των αντιδρώντων και των προϊόντων της αντίδρασης πρέπει να ικανοποιεί τις
σχέσεις

δnA

νA
=

δnB

νB
=

δnC

νC
= · · · = δξ, (3.88)

δηλαδή, οι γραµµοµοριακές ποσότητες που αντιδρούν και οι αντίστοιχες γραµµο-
µοριακές ποσότητες των προϊόντων είναι ανάλογες µιας σταθερής γραµµοµορια-
κής ποσότητας δξ µε συντελεστές αναλογίας τις στοιχειοµετρικές σταθερές νJ . Τα
νJ είναι αρνητικοί ακέραιοι για τα αντιδρώντα µόρια και ϑετικοί ακέραιοι για τα
προϊόντα της αντίδρασης.

Εποµένως η µεταβολή της ελευθέρας ενέργειας σε µια αντίδραση είναι

∆rG =
∑
j

δnjµj (3.89)

∆rG =
∑
j

νjδξµj (3.90)

∆rG/δξ =
∑
j

νjµj (3.91)

∆rGm = ∆rG/δξ (3.92)

=
∑
j

νjµj . (3.93)

Στην κατάσταση ισορροπίας έχουµε

∆rGm = 0. (3.94)

Για παράδειγµα, η αντίδραση

aA+ bB → pP + qQ, (3.95)

ϐρίσκεται σε κατάσταση ισορροπίας όταν

pµP + qµQ = aµA + bµB . (3.96)

∆rG
⊖
m =

∑
j

νjµ
⊖
j . (3.97)
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∆rG
⊖
m =

∑
j

νj∆fG
⊖
m,j , (3.98)

όπου µ⊖
j = ∆fG

⊖
m,j η γραµµοµοριακή Ελεύθερη Ενέργεια σχηµατισµού της

ουσίας j σε πρότυπες συνθήκες.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Αυτή είναι η ίδια σχέση όπως και για την ελεύθερη ενέργεια αντίδρασης αλλά
µε τα αντιδρώντα και τα προϊόντα σε πρότυπες συνθήκες.

∆rGm = ∆rG
⊖
m +RT lnQ. (3.99)

Q =
∏
j

(
Pj

P⊖

)νj

. (3.100)

Θεωρώντας απειροστές µεταβολές της χηµικής αντίδρασης η παραπάνω εξίσωση
επίσης γράφεται

d(∆rG)

dξ
= ∆r

(
dG

dξ

)
≡ ∆rGm = ∆rG

⊖
m +RT lnQ. (3.101)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
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Από την εξίσωση 3.48 παίρνουµε

∆rGm(T, P ) =
∑
j

νjµj(T, P )

=
∑
j

νj

[
µj(T, P

⊖) +RT ln

(
Pj

P⊖

)]

=
∑
j

νjµj(T, P
⊖) +RT

∑
j

νj ln

(
Pj

P⊖

)
= ∆rG

⊖
m(T, P⊖) +RT lnQ (3.102)

όπου
∆rG

⊖
m(T, P⊖) =

∑
j

νjµj(T, P
⊖), (3.103)

και

Q =
∏
j

(
Pj

P⊖

)νj

. (3.104)

∆rG
⊖
m = −RT lnK. (3.105)

K =
∏
j

(
Pj

P⊖

)νj

∣∣∣∣∣∣
ισορροπία

. (3.106)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Στην κατάσταση χηµικής ισορροπίας, ∆rGm = 0, ορίζουµε ως σταθερά ισορ-
ϱοπίας K = Q, άρα

∆rG
⊖
m = −RT lnK. (3.107)

K =
∏
j

(
Pj

P⊖

)νj

∣∣∣∣∣∣
ισορροπία

. (3.108)
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3.2 ΄Αλλες Χρήσιµες Θερµοδυναµικές Εξισώσεις

3.2.1 Εξίσωση Κατάστασης van der Waals

P =
nRT

V − nb
− a

( n
V

)2
. (3.109)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

https://en.wikipedia.org/wiki/Van_der_Waals_equation

3.2.2 Εξίσωση Gibbs-Helmholtz

Εξάρτηση της ελεύθερης ενέργειας Gibbs από την ϑερµοκρασία.

(
∂(G/T )

∂T

)
P

= − H

T 2
. (3.110)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

G = H − TS. (3.111)

G

T
=

H

T
− S. (3.112)

https://en.wikipedia.org/wiki/Van_der_Waals_equation
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∂

∂T

(
G

T

)
P

=

[(
∂H

∂T

)
P

T −H

]
/T 2 −

(
∂S

∂T

)
P

(3.113)

=
CP

T
− H

T 2
− CP

T
(3.114)

= − H

T 2
. (3.115)

Επίσης, ισχύει

∆ξ

(
∂(G/T )

∂T

)
P

= −∆ξH

T 2
,(

∂(∆ξG/T )

∂T

)
P

= −∆ξH

T 2
. (3.116)

ξ συµβολίζει κάθε µεταβλητή (παράµετρο) στην οποία αναφέρεται η διαφορά ∆.

3.2.3 Ισόχωρη van’t Hoff:

d lnK

dT
=

∆rH
⊖
m

RT 2
. (3.117)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Από την εξίσωση 3.107 και την εξίσωση µεταβολής της ελεύθερης ενέργειας
Gibbs

∆rG
⊖
m = −RT lnK = ∆rH

⊖
m − T∆rS

⊖
m, (3.118)

παίρνουµε

lnK = −∆rH
⊖
m

RT
+

∆rS
⊖
m

R
. (3.119)

Παραγωγίζοντας ως προς την ϑερµοκρασία και ϑεωρώντας τις µεταβολές της εν-
ϑαλπίας και εντροπίας αντίδρασης σταθερές, αποδεικνύουµε ότι

d lnK

dT
=

∆rH
⊖
m

RT 2
(3.120)
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Επίσης, ισχύει

d lnK

dT/T 2
=

∆rH
⊖
m

R
(3.121)

d lnK

−d(1/T )
=

∆rH
⊖
m

R
(3.122)

d lnK

d(1/T )
= −∆rH

⊖
m

R
(3.123)

3.2.4 Νόµος του Hess και Ενθαλπίες αντιδράσεως

Χηµική Αντίδραση: 0 =
∑
j

νjj. (3.124)

∆rH
⊖ =

∑
j

νj∆fH
⊖
j . (3.125)

όπου ∆fH
⊖
j η ενθαλπία σχηµατισµού της ουσίας j σε πρότυπες συνθήκες.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
Ο νόµος του Hess είναι αποτέλεσµα του ότι, οι απειροστές µεταβολές της εν-

ϑαλπίας περιγράφονται µε ακριβή διαφορικά (γραµµικές συναρτήσεις) της κα-
ταστατικής συνάρτησης της ενθαλπίας. Εποµένως, η διαφορά ενθαλπίας σε µια
χηµική αντίδραση δεν εξαρτάται από την πορεία υπολογισµού της.

d (∆rH) ≡ ∆r(dH). (3.126)
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3.2.5 Νόµος του Kirchhoff

∆rH(T2) = ∆rH(T1) +

∫ T2

T1

∆rCP (T )dT. (3.127)

∆rCP =
∑
j

νjCP,j . (3.128)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
Για χηµικές αντιδράσεις που λαµβάνουν χώρα µε σταθερή πίεση ισχύει

dH = dq = CP dT. (3.129)

Αντικαθιστώντας στην εξίσωση 3.126, έχουµε

∆r(dH) =
∑
j

νjd(Hj) =
∑
j

νjCP,j(T )dT. (3.130)

Ολοκληρώνουµε την εξίσωση αυτή µεταξύ των ϑερµοκρασιών [T1, T2] µε σταθερή
πίεση P , και παίρνουµε

∆rH(T2) = ∆rH(T1) +

∫ T2

T1

∑
j

νjCP,j(T )dT. (3.131)

3.2.6 Εντροπία αντιδράσεως σε πρότυπες συνθήκες

∆rS
⊖ =

∑
j

νjS
⊖
j . (3.132)
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ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
΄Οπως για την ελεύθερη ενέργεια Gibbs και την ενθαλπία αντίδρασης υπολο-

γίζουµε τη µεταβολή της εντροπίας σε µια χηµική αντίδραση ως

∆rS =
∑
j

νJSj . (3.133)

Χρησιµοποιούµε τις απόλυτες τιµές της εντροπίας για τις χηµικές ενώσεις όπως
καταγράφονται σε πίνακες ϑερµοδυναµικών δεδοµένων.

3.2.7 Νόµος του Raoult για Ιδανικά ∆ιαλύµατα

PA = xAP
∗
A. (3.134)

∗ συµβολίζει την ποσότητα για την καθαρή ουσία στην υγρή ϕάση.
xA το γραµµοµοριακό κλάσµα της ουσίας A στο διάλυµα.
PA η µερική πίεση του A στον ατµό.
P ∗
A η τάση ατµών του καθαρού υγρού.

µA(l) = µ∗
A(l) +RT ln(xA). (3.135)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
Εφαρµόζουµε την εξίσωση 3.48 για τις τάσεις ατµών ϑεωρούµενοι ως ιδανικά

αέρια
µ(T, PA) = µ(T, P ∗

A) +RT ln(PA/P
∗
A). (3.136)

Εάν ϑέλουµε να πάρουµε ως κατάσταση αναφοράς την πρότυπη κατάσταση είναι
καλύτερο να γράψουµε

µ(T, PA)− µ(T, P ∗
A) = µ⊖ +RT ln(PA/P

⊖)− µ⊖ +RT ln(P ∗
A/P

⊖). (3.137)

Λόγω ισορροπίας ϕάσεων τα χηµικά δυναµικά υγρής και αέριας ϕάσης σε ϑερµο-
κρασία T είναι ίσα

µA(l) = µ∗
A(l) +RT ln(xA). (3.138)
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3.2.8 Πραγµατικά ∆ιαλύµατα

Ενεργότητες : αA = γAxA. (3.139)

µA(l) = µ∗
A(l) +RT ln(αA). (3.140)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
Χρησιµοποιώντας εµπειρικούς συντελεστές, όπως ο γA, περιγράφουµε το χη-

µικό δυναµικό µε τον γνωστό τύπο των ιδανικών αερίων και διαλυµάτων.

3.2.9 Αθροιστικές ιδιότητες: Ανύψωση του σηµείου Ϲέσεως

https://en.wikipedia.org/wiki/Colligative_properties

ln(xA) =
∆vapH

A
m

R

(
1

T
− 1

T ∗

)
(3.141)

xB =
∆vapH

A
m

R

(
1

T ∗ − 1

T

)
(3.142)

δT =

(
RT ∗2

∆vapHA
m

)
xB (3.143)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

https://en.wikipedia.org/wiki/Colligative_properties
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Το Α συµβολίζει τον διαλύτη και Β τη διαλυµένη ουσία. Στην κατάσταση
ισορροπίας υγρού διαλύµατος (Α,Β)-ατµού µε καθαρό διαλύτη Α ισχύει

µ∗
A(g) = µA(l)

µ∗
A(g) = µ∗

A(l) +RT ln(xA), (Νόµος Raoult) (3.144)

όπου xA το γραµµοµοριακό κλάσµα της ουσίας Α στο διάλυµα. Εποµένως

lnxA =
µ∗
A(g)− µ∗

A(l)

RT
=

∆vapG
A
m

RT
. (3.145)

Παραγωγίζοντας ως προς την ϑερµοκρασία και εφαρµόζοντας την εξίσωση Gibbs-
Helmholtz 3.116 παίρνουµε

d lnxA

dT
= −∆vapH

A
m

RT 2
. (3.146)

Ολοκληρώνουµε ως προς την ϑερµοκρασία [T ∗, T ] και τη συγκέντρωση του Α
[0, lnxA]

lnxA = ln(1− xB) =
∆vapH

A
m

R

(
1

T
− 1

T ∗

)
. (3.147)

Λίγες πράξεις ακόµα και έχουµε

ln(1− xB) ≈ −xB − 1

2
x2
B − 1

3
x3
B · · · (3.148)

xB =
∆vapH

A
m

R

(
T − T ∗

TT ∗

)
(3.149)

≈ ∆vapH
A
m

R

(
T − T ∗

T ∗2

)
(3.150)

=
∆vapH

A
m

R

(
δT

T ∗2

)
. (3.151)

3.2.10 Αθροιστικές ιδιότητες: Ταπείνωση σηµείου τήξεως

ln(xB) =
∆fusH

B
m

R

(
1

Tf
− 1

T

)
(3.152)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
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3.2.11 Αθροιστικές ιδιότητες: Ωσµωτική πίεση,
Εξίσωση van’t Hoff

https://en.wikipedia.org/wiki/Colligative_properties
https://en.wikipedia.org/wiki/Osmotic_pressure

ΠV = nBRT. (3.153)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
Το Α συµβολίζει τον διαλύτη και Β τη διαλυµένη ουσία. Στην κατάσταση

ισορροπίας καθαρού υγρού διαλύτη (Α) και διαλύµατος (Α,Β) ισχύει

µ∗
A(P ) = µA(xA, P +Π)

µ∗
A(P ) = µ∗

A(P +Π) +RT ln(xA), (Νόµος Raoult) (3.154)

µ∗
A(P +Π) = µ∗

A(P ) +

∫ P+Π

P

VmdP. (3.155)

Από τις δύο προηγούµενες εξισώσεις παίρνουµε

−RT ln(xA) =

∫ P+Π

P

VmdP

−RT ln(xA) ≈ Vm

∫ P+Π

P

dP

−RT ln(1− xB) ≈ Vm

∫ P+Π

P

dP

RTxB ≈ VmΠ. (3.156)

Επίσης, εάν το xB είναι µικρό, τότε xB ≈ nB/nA, όπου nA, nB οι αριθµοί
γραµµοµορίων των ουσιών Α και Β αντιστοίχως και V = nAVm ο ολικός όγκος του
διαλύτη. Συµπεραίνουµε

ΠV = nBRT. (3.157)

https://en.wikipedia.org/wiki/Colligative_properties
https://en.wikipedia.org/wiki/Osmotic_pressure
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3.2.12 Κανόνας του µοχλού

nl/ng = d′/d. (3.158)

https://en.wikipedia.org/wiki/Lever_rule

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ

Σε σύστηµα δύο συστατικών και δύο ϕάσεων (π.χ. υγρό-ατµός) ο κανόνας
του µοχλού δίνει τις συγκεντρώσεις των συστατικών από το διάγραµµα γραµµο-
µοριακού κλάσµατος του Α και πίεσης (ϑερµοκρασίας). Ορίζουµε τους γραµµο-
µοριακούς όγκους v = V/n, vl, vg και τα γραµµοριακά κλάσµατα xl = nl/n και
xg = ng/n.

Τότε

V = nv = nxlvl + nxgvg (3.159)

v = xlvl + (1− xl)vg (3.160)

xl = (vg − v)/(vg − vl) (3.161)

xg = (v − vl)/(vg − vl) (3.162)

xl/xg = (vg − v)/(v − vl) (3.163)

d′ = vg − v

d = v − vl

nl/ng = d′/d (3.164)

https://en.wikipedia.org/wiki/Lever_rule
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Κεφάλαιο 4

ΠΑΡΑΡΤΗΜΑΤΑ
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Παράρτηµα Αʹ

ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ
LEGENDRE

Εάν G(q1, . . . , qs) είναι µια συνάρτηση s ανεξάρτητων µεταβλητών, επιθυµούµε να
τη µετασχηµατίσουµε σε µια νέα συνάρτηση, L, χρησιµοποιώντας σαν ανεξάρτητες
µεταβλητές τις qi, i = 1, . . . , r και τις συζυγείς µεταβλητές uj = ∂G/∂qj , j =
r + 1, . . . , s. Αυτό το επιτυγχάνουµε µε τους µετασχηµατισµούς Legendre

L(q1, . . . , qr, ur+1, . . . , us) = G(q⃗)−
s∑

i=r+1

qiui. (Αʹ.1)

Επειδή,

dG =

s∑
i=1

∂G

∂qi
dqi =

s∑
i=1

uidqi, (Αʹ.2)

έχουµε

dL = dG−
s∑

j=r+1

(qjduj + ujdqj) (Αʹ.3)

=

r∑
i=1

uidqi −
s∑

j=r+1

qjduj .

Οι εξισώσεις Maxwell για τα τέλεια διαφορικά είναι επίσης χρήσιµες

dG =

s∑
i=1

uidqi. (Αʹ.4)

Από τη συµµετρία των µερικών παραγώγων της συνάρτησης G συµπεραίνουµε

∂2G

∂qi∂qj
=

∂2G

∂qj∂qi
(Αʹ.5)
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ή
∂ui

∂qj
= uij = uji =

∂uj

∂qi
. (Αʹ.6)

Αυτές είναι οι σχέσεις Maxwell.



Παράρτηµα Βʹ

ΟΜΟΓΕΝΕΙΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ

Οµογενείς συναρτήσεις ϐαθµού p ονοµάζουµε εκείνες για τις οποίες ισχύει

L(λq1, . . . , λqs) = λpL(q1, . . . , qs). (Βʹ.1)

Παίρνοντας τις παραγώγους ως προς λ και στα δύο µέλη της εξίσωσης αποδει-
κνύουµε ότι

pλp−1L(q1, . . . , qs) =

s∑
i=1

∂L

∂(λqi)
qi =

1

λ

s∑
i=1

∂L

∂qi
qi. (Βʹ.2)

Επίσης, γράφουµε

pλpL(q1, . . . , qs) = pL(λq1, . . . , λqs). (Βʹ.3)

Η εξίσωση αυτή ισχύει για κάθε λ, εποµένως και για λ = 1

pL(q1, . . . , qs) =

s∑
i=1

∂L

∂qi
qi. (Βʹ.4)

Αυτό είναι το ϑεώρηµα Euler.
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Παράρτηµα Γʹ

Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ ΤΩΝ
ΠΟΛΛΑΠΛΑΣΙΑΣΤΩΝ
LAGRANGE

Τα ακρότατα µιας συνάρτησης L(q1, . . . , qs) µε s ανεξάρτητες µεταβλητές, οι
οποίες ικανοποιούν m δεσµούς (s > m)

Fi(q1, . . . , qs) = 0, i = 1, . . . ,m, (Γʹ.1)

είναι τα ίδια µε της συνάρτησης

G(q⃗, λ⃗) = L(q1, . . . , qs)−
m∑
i=1

λiFi(q1, . . . , qs), (Γʹ.2)

δηλ.,

∇G(q⃗, λ⃗) = ∇L−
m∑
i=1

λi∇Fi = 0. (Γʹ.3)

λi είναι m σταθερές οι τιµές των οποίων υπολογίζονται από τις εξισώσεις (Γ΄.1) και
(Γ΄.3). Οι πολλαπλασιατές LAGRANGE γενικότερα είναι συναρτήσεις των q⃗.
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Παράρτηµα ∆ʹ

ΣΥΝΘΗΚΕΣ ΑΚΡΟΤΑΤΩΝ ΓΙΑ
ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ ∆ΥΟ
ΜΕΤΑΒΛΗΤΩΝ

Για συναρτήσεις πολλών µεταβλητών η συνθήκη να έχουµε ακρότατο απαιτεί η
κλίση της συνάρτησης να είναι µηδέν ή µε άλλα λόγια όλες οι πρώτες παράγωγοι
της συνάρτησης µηδενίζονται στο σηµείο που υπάρχει ακρότατο. Για µια συνάρ-
τηση δύο µεταβλητών αυτό σηµαίνει ότι

∇f(x1, x2) =
∂f

∂x1
i⃗+

∂f

∂x2
j⃗ = 0. (∆ʹ.1)

∂f

∂x1
= 0,

∂f

∂x2
= 0. (∆ʹ.2)

Για να διακρίνουµε εάν το ακρότατο είναι ελάχιστο, µέγιστο ή σαγµατικό σηµείο
πρέπει να ϐρούµε τις ιδιοτιµές της ορίζουσας Hessian. Τότε, εάν όλες οι ιδιοτιµές
είναι ϑετικές/αρνητικές έχουµε ελάχιστο/µέγιστο, ενώ µικτές ιδιοτιµές (ϑετικές
και αρνητικές) σηµαίνει ότι το ακρότατο είναι σαγµατικό σηµείο. Για συναρτήσεις
δύο µεταβλητών η ορίζουσα που δίδει τις ιδιοτιµές είναι

|∂2f(x1, x2)− λI| =

∣∣∣∣∣∣∣
∂2f
∂x2

1
− λ ∂2f

∂x1∂x2

∂2f
∂x2∂x1

∂2f
∂x2

2
− λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0, (∆ʹ.3)

όπου I µοναδιαίος πίνακας.
΄Αρα οι ιδιοτιµές δίδονται από τις ϱίζες της δευτεροβάθµιας εξίσωσης

λ2 + pλ+ q = 0, (∆ʹ.4)
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όπου

p =
∂2f

∂x2
1

+
∂2f

∂x2
2

, (∆ʹ.5)

και

q =

(
∂2f

∂x2
1

)(
∂2f

∂x2
2

)
−
(

∂2f

∂x1∂x2

)2

. (∆ʹ.6)

Επειδή
λ1 + λ2 = p, (∆ʹ.7)

λ1λ2 = q, (∆ʹ.8)

συµπεραίνουµε ότι ϑα έχουµε ϑετικές ϱίζες (ελάχιστο) όταν q > 0, p > 0 και
αρνητικές ϱίζες (µέγιστο) όταν q > 0, p < 0. Για σαγµατικά σηµεία ισχύει q < 0.



Παράρτηµα Εʹ

ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΟΙ
ΜΕΤΑΣΧΗΜΑΤΙΣΜΟΙ
(JACOBIANS)

Για έναν µετασχηµατισµό δύο µεταβλητών

u = u(x, y), v = v(x, y), (Εʹ.1)

η ΙΑΚΩΒΙΑΝΗ ορίζεται ως η ορίζουσα

∂(u, v)

∂(x, y)
=

∣∣∣∣∣∣
(
∂u
∂x

)
y

(
∂u
∂y

)
x(

∂v
∂x

)
y

(
∂v
∂y

)
x

∣∣∣∣∣∣ (Εʹ.2)

=

(
∂u

∂x

)
y

(
∂v

∂y

)
x

−
(
∂u

∂y

)
x

(
∂v

∂x

)
y

(Εʹ.3)

για την οποία ισχύει 1

1Με τα µαθηµατικά του εικοστού αιώνα το εµβαδόν µιάς στοιχειώδους προσανατολισµένης επι-
ϕάνειας δίνεται µε τη διαφορική 2−µορφή (2−form)

du ∧ dv =
∂(u, v)

∂(x, y)
dx ∧ dy.

Το σύµβολο ∧ περιγράφει την εξωτερική παράγωγο.
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dudv =
∂(u, v)

∂(x, y)
dxdy (Εʹ.4)

∂(u, v)

∂(x, y)
= −∂(u, v)

∂(y, x)
(Εʹ.5)

= −∂(v, u)

∂(x, y)
(Εʹ.6)

= +
∂(v, u)

∂(y, x)
(Εʹ.7)

Θεωρώντας τους µετασχηµατισµούς

u = u(x, y), v = y, u = u(x, y), v = x, (Εʹ.8)

u = y, v = v(x, y), u = x, v = v(x, y), (Εʹ.9)

οι µερικές παράγωγοι γράφονται(
∂u

∂x

)
y

=
∂(u, y)

∂(x, y)
(Εʹ.10)(

∂u

∂y

)
x

=
∂(u, x)

∂(y, x)
= −∂(u, x)

∂(x, y)
(Εʹ.11)(

∂v

∂y

)
x

=
∂(v, x)

∂(y, x)
= −∂(v, x)

∂(x, y)
(Εʹ.12)(

∂v

∂x

)
y

=
∂(v, y)

∂(x, y)
(Εʹ.13)

Εύκολα αποδεικνύουµε ότι για τους αντιστρέψιµους µετασχηµατισµούς

x = x(y, z), y = y(z, x), z = z(x, y)

ισχύουν
1) Αντιστροφή (

∂x

∂y

)
z

(
∂y

∂x

)
z

=
∂(x, z)

∂(y, z)

∂(y, z)

∂(x, z)
= +1. (Εʹ.14)

2) Αντιµετάθεση

(
∂x

∂y

)
z

(
∂y

∂z

)
x

(
∂z

∂x

)
y

=
∂(x, z)

∂(y, z)
.
∂(y, x)

∂(z, x)
.
∂(z, y)

∂(x, y)
(Εʹ.15)

=
∂(x, z)

∂(y, z)
.
−∂(x, y)

−∂(x, z)
.
−∂(y, z)

∂(x, y)
(Εʹ.16)

= −1 (Εʹ.17)
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3) Πεπλεγµένες Συναρτήσεις, x = x(w), y = y(w)

(
∂x

∂y

)
z

=
∂(x, z)

∂(w, z)
.
∂(w, z)

∂(y, z)

=

(
∂x

∂w

)
z

(
∂w

∂y

)
z

=

(
∂x

∂w

)
z

(
∂y

∂w

)−1

z

. (Εʹ.18)
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Παράρτηµα ʹ

ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ
ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ

Οι καταστάσεις ισορροπίας των µακροσκοπικών συστηµάτων περιγράφονται α-
πό ένα σχετικά µικρό αριθµό µεταβλητών, π.χ. για ένα µονωµένο σύστηµα από
την εσωτερική ενέργεια, τον όγκο και τον αριθµό των µορίων, ενώ για ένα κλειστό
σύστηµα από τη ϑερµοκρασία, την πίεση και τον αριθµό των µορίων, κ.τ.λ. Ο αριθ-
µός όµως των µικροκαταστάσεων που αντιστοιχούν σε µια κατάσταση ισορροπίας
είναι τεράστιος. Στη Στατιστική Θερµοδυναµική µια παρατηρήσιµη ποσότητα, O,
υπολογίζεται ως η µέση τιµή των τιµών της ποσότητας αυτής που λαµβάνει στις
συγκεκριµένες µικροκαταστάσεις, το σύνολο των οποίων αποτελούν µια στατιστική
ΣΥΛΛΟΓΗ.

Στη Στατιστική Θερµοδυναµική οι πιο συχνά χρησιµοποιούµενες Συλλογές
µικροκαταστάσεων είναι :

1. Μικροκανονική Συλλογή: (U, V,N) (Μονωµένα Συστήµατα)

2. Κανονική Συλλογή: (T, V,N) (Κλειστά Συστήµατα)

3. Μεγαλοκανονική Συλλογή: (T, V, µ) (Ανοικτά Συστήµατα)

4. Ισόθερµη-Ισοβαρής Συλλογή (T, P,N)

Εάν pν είναι η πιθανότητα εµφάνισης της µικροκατάστασης ν για µια συγκεκρι-
µένη Συλλογή, η µέση τιµή µιας παρατηρήσιµης ποσότητας O ορίζεται

O ≡< O >=

n∑
ν=1

pνOν , (ʹ.1)

όπου n ο αριθµός των µικροκαταστάσεων, και οι πιθανότητες pν ικανοποιούν τη
συνθήκη κανονικοποίησης

n∑
ν=1

pν = 1. (ʹ.2)

153



154 ΠΑΡΑΡΤΗΜΑ ʹ. ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ

Η τυπική απόκλιση από τη µέση τιµή δίδεται από τη σχέση

(∆O)2 ≡< (∆O)2 > = < (O− < O >)2 > (ʹ.3)
= < O2 > −(< O >)2. (ʹ.4)

Η Εντροπία ορίζεται ως συνάρτηση των pν

S = −kB
∑
ν

pν ln pν . (ʹ.5)

Σύµφωνα µε τον ∆εύτερο Θερµοδυναµικό νόµο στις καταστάσεις ισορροπίας ενός
µονωµένου συστήµατος η εντροπία παίρνει τη µέγιστη τιµή της. Για µονωµένα συ-
στήµατα µπορούµε να υπολογίσουµε τις πιθανότητες pν από τη συνθήκη µεγίστου
της συνάρτησης της εντροπίας µε τη µέθοδο των πολλαπλασιαστών Lagrange. Τα
ακρότατα της συνάρτησης

F = S − λ(

n∑
ν=1

pν − 1), (ʹ.6)

συµπίπτουν µε αυτά της S. λ είναι µια σταθερά που µπορεί να προσδιορισθεί από
τη συνθήκη κανονικοποίησης των πιθανοτήτων. Εποµένως

∂F

∂pν
= 0 (ʹ.7)

−kB(ln pν + 1)− λ = 0 (ʹ.8)
kB ln pν = −(λ+ kB) (ʹ.9)

pν = exp[−(λ+ kB)/kB ] (ʹ.10)

Παρατηρούµε ότι όλες οι καταστάσεις έχουν την ίδια πιθανότητα. Από τη
συνθήκη κανονικοποίησης της πιθανότητας υπολογίζουµε ότι

pν =
1

Ω(U, V,N)
, (ʹ.11)

όπου Ω(U, V,N) είναι ο αριθµός όλων των δυνατών µικροκαταστάσεων που αντι-
στοιχούν στην εσωτερική ενέργεια U , στον όγκο V και στον αριθµό µορίων N .

Ποια είναι η πιθανότητα εµφάνισης µιας µικροκατάστασης µε ενέργεια Eν ,
όγκο Vν και αριθµό σωµατιδίων Nν σε ένα ανοικτό σύστηµα ; Εάν ϑεωρήσουµε
ότι το περιβάλλον του υποσυστήµατος είναι πολύ µεγαλύτερο από το υποσύστηµά
µας, και ότι περιβάλλον+υποσύστηµα είναι ένα µονωµένο σύστηµα τότε

ptotal = penvpν , (ʹ.12)

δηλ. η πιθανότητα µιας µικροκατάστασης του ολικού συστήµατος είναι το γινόµε-
νο της πιθανότητας εµφάνισης της µικροκατάστασης ν του υποσυστήµατος επί
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µιας αντίστοιχης µικροκατάστασης του περιβάλλοντος. ptotal είναι η πιθανότη-
τα για το συνολικό σύστηµα και penv η πιθανότητα µιας µικροκατάστασης του
περιβάλλοντος. ΄Αρα

pν = ptotal/penv. (ʹ.13)

΄Οχι µόνο το ολικό αλλά και το περιβάλλον (κατά προσέγγιση) ϑεωρούνται ως µο-
νωµένα συστήµατα και άρα η πιθανότητες στο δεξιό µέρος της εξίσωσης γράφονται

pν(Eν , Vν , Nν) =
Ωenv[(Etotal − Eν), (Vtotal − Vν), (Ntotal −Nν)]

Ωtotal[Etotal, Vtotal, Ntotal]
. (ʹ.14)

Από τον ορισµό της εντροπίας για ένα µονωµένο σύστηµα έχουµε

pν(Eν , Vν , Nν) =
exp

[
1
kB

Senv[(Etotal − Eν), (Vtotal − Vν), (Ntotal −Nν)]
]

exp
[

1
kB

Stotal[Etotal, Vtotal, Ntotal]
] .

(ʹ.15)
Η ολική εντροπία γράφεται ως άθροισµα της εντροπίας του υποσυστήµατος (S)

και του περιβάλλοντος

Stotal(Etotal, Vtotal, Ntotal) = Senv(Etotal−U, Vtotal−V,Ntotal−N)+S(U, V,N).
(ʹ.16)

U , V , N είναι οι µέσες τιµές της εσωτερικής ενέργειας, του όγκου και του αριθ-
µού των µορίων του υποσυστήµατος, αντιστοίχως. Η εντροπία του περιβάλλοντος
µπορεί να προσεγγισθεί αναπτύσσοντάς την κατά Taylor γύρο από τη µέση τιµή
της εσωτερικής ενέργειας, Etotal −U , του όγκου, Vtotal − V , και του αριθµού των
µορίων, Ntotal −N .

Senv[(Etotal − Eν), (Vtotal − Vν), (Ntotal −Nν)] =

Senv[(Etotal − U + U − Eν), (Vtotal − V + V − Vν), (Ntotal −N +N −Nν)] ≈

Senv[(Etotal − U), (Vtotal − V ), (Ntotal −N)] +

∂Senv

∂(Etotal−Eν)
|Etotal−U (U − Eν) +

∂Senv

∂(Vtotal−Vν)
|Vtotal−V (V − Vν) +

∂Senv

∂(Ntotal−Nν)
|Ntotal−N (N −Nν) =

Senv[(Etotal − U), (Vtotal − V ), (Ntotal −N)] + ∂S
∂Eν

|U (U − Eν) +
∂S
∂Vν

|V (V − Vν) +
∂S
∂Nν

|N (N −Nν) =

Senv[(Etotal − U), (Vtotal − V ), (Ntotal −N)] + 1
T (U − Eν) +

P
T (V − Vν)− µ

T (N −Nν)

Εποµένως συµπεραίνουµε

pν(Eν , Vν , Nν) =
exp

[
1
kB

[( 1
T (U − Eν) +

P
T (V − Vν)− µ

T (N −Nν)]
]

exp
[

1
kB

S(U, V,N)
] (ʹ.17)
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pν(Eν , Vν , Nν) = exp

[
1

kBT
(U − TS + PV − µN)

]
exp

[
− 1

kBT
(Eν + PVν − µNν)

]
.

(ʹ.18)

Ο τύπος αυτός παίρνει την εξής µορφή για

1. ΚΑΝΟΝΙΚΗ ΣΥΛΛΟΓΗ Θερµοδυναµικό ∆υναµικό Helmholtz, A(T, V,N)
σε ϑερµική ισορροπία µε το περιβάλλον και διακυµάνσεις µόνο στην ενέρ-
γεια όχι όµως στον όγκο και στον αριθµό των µορίων.

pν(Eν) = exp

[
1

kBT
A(T, V,N)

]
exp

[
− Eν

kBT

]
. (ʹ.19)

Ορίζουµε τη ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ

Z =
∑
ν

exp

[
− Eν

kBT

]
, (ʹ.20)

και από τη συνθήκη κανονικοποίησης των πιθανοτήτων των µικροκατα-
στάσεων παίρνουµε

∑
ν

pν = exp

[
1

kBT
A(T, V,N)

]
Z = 1. (ʹ.21)

Επίσης, γράφεται και ως εξής

∑
ν

pν = exp [βA(T, V,N)]Z = 1, (ʹ.22)

όπου β = 1/kBT .
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΄Αρα γνωρίζοντας τη συνάρτηση Επιµερισµού µπορούµε να υπολογίσουµε

A = −kBT lnZ (ʹ.23)
= −β−1 lnZ (ʹ.24)

U = < Eν >=
∑
ν

Eνpν (ʹ.25)

=
∑
ν

Eνe
−βEν/Z (ʹ.26)

= −∂(lnZ)/∂β (ʹ.27)
= ∂(βA)/∂β (ʹ.28)

= kBT
2

(
∂ lnZ

∂T

)
V,N

(ʹ.29)

< (Eν − U)2 > =
∑
ν

(Eν − U)2eβ(A−Eν) (ʹ.30)

= −
∑
ν

(Eν − U)
∂

∂β
eβ(A−Eν) (ʹ.31)

= − ∂

∂β

∑
ν

(Eν − U)eβ(A−Eν) − ∂U

∂β
(ʹ.32)

= −∂U

∂β
(ʹ.33)

= kBT
2CV (ʹ.34)

S = kB lnZ + kBT

(
∂ lnZ

∂T

)
V,N

(ʹ.35)

P = kBT

(
∂ lnZ

∂V

)
T,N

(ʹ.36)

µ = −kBT

(
∂ lnZ

∂N

)
T,V

(ʹ.37)

2. ΜΕΓΑΛΟΚΑΝΟΝΙΚΗ ΣΥΛΛΟΓΗ

Θερµοδυναµικό ∆υναµικό, Φ(T, V, µ) µε διακυµάνσεις στην ενέργεια και
στον αριθµό των µορίων αλλά όχι στον όγκο.

pν(Eν , Nν) = exp

[
1

kBT
(U − TS − µN)

]
exp

[
− 1

kBT
(Eν − µNν)

]
(ʹ.38)

pν(Eν , Nν) = exp [βΦ(T, V, µ)] exp [−β(Eν − µNν)] (ʹ.39)

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ

Ξ =
∑
ν

e−β(Eν−µNν) (ʹ.40)
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Φ = −kBT ln Ξ (ʹ.41)
= −β−1 ln Ξ (ʹ.42)

U − µN = −∂(ln Ξ)/∂β (ʹ.43)
= ∂(βΦ)/∂β (ʹ.44)

S = kB ln Ξ + kBT

(
∂ ln Ξ

∂T

)
V,µ

(ʹ.45)

P = kBT

(
∂ ln Ξ

∂V

)
T,µ

(ʹ.46)

N = kBT

(
∂ ln Ξ

∂µ

)
T,V

(ʹ.47)

3. ΙΣΟΘΕΡΜΗ-ΙΣΟΒΑΡΗΣ ΣΥΛΛΟΓΗ

Θερµοδυναµικό ∆υναµικό, G(T, P,N) µε διακυµάνσεις στην ενέργεια και
στον όγκο αλλά όχι στον αριθµό των µορίων.

pν(Eν , Vν) = exp

[
1

kBT
(U − TS + PV )

]
exp

[
− 1

kBT
(Eν + PVν)

]
(ʹ.48)

pν(Eν , Vν) = exp [βG(T, P,N)] exp [−β(Eν + PVν)] (ʹ.49)

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ

Π =
∑
ν

e−β(Eν+PVν) (ʹ.50)
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G = −kBT lnΠ (ʹ.51)
= −β−1 lnΠ (ʹ.52)

U + PV = −∂(lnΠ)/∂β (ʹ.53)
= ∂(βG)/∂β (ʹ.54)

< (∆Eν)
2 > = −kB

(
∂U

∂(1/T )

)
P/T,N

(ʹ.55)

= kBT
2CP − 2kBT

2PV α+ kBTP
2V κT (ʹ.56)

< (∆Eν)(∆Vν) > = −kB

(
∂V

∂(1/T )

)
P/T,N

(ʹ.57)

= kBT
2V α− kBTPV κT (ʹ.58)

< (∆Vν)
2 > = −kB

(
∂V

∂(P/T )

)
1/T,N

(ʹ.59)

= −kBT

(
∂V

∂P

)
T,N

(ʹ.60)

= kBTV κT (ʹ.61)

4. ΟΠΟΙΑ∆ΗΠΟΤΕ ΣΥΛΛΟΓΗ

Εάν το υποσύστηµα περιγράφεται µε τις εκτατικές ιδιότητες X0, X1, . . . , Xs

και ϐρίσκεται σε ισορροπία µε το περιβάλλον του που χαρακτηρίζεται από
τις εντατικές ιδιότητες F0, F1, . . . , Fs, συζυγείς ως προς τις Xi στην ανα-
παράσταση της Εντροπίας, π.χ. (U, 1/T ), (V, P/T ), (N,−µ/T ), η πιθα-
νότητα το υποσύστηµα να ϐρίσκεται στη µικροκατάσταση X0ν , X1ν , . . . , Xsν

είναι

pν = exp

[
− 1

kB
(S − F0X0 − · · · − FsXs)

]
exp

[
− 1

kB
(F0X0ν + · · ·+ FsXsν)

]
(ʹ.62)

ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ

W =
∑
ν

e
− 1

kB
(F0X0ν+···+FsXsν) (ʹ.63)

Εάν LS [F0, . . . , Fs] ο µετασχηµατισµός Legendre στην αναπαράσταση της
Εντροπίας

LS [F0, . . . , Fs] = S − F0X0 − · · · − FsXs (ʹ.64)

τότε

pν = exp

(
− 1

kB
LS [F0, . . . , Fs]

)
exp

[
− 1

kB
(F0X0ν + · · ·+ FsXsν)

]
(ʹ.65)
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και

W = exp

(
1

kB
LS [F0, . . . , Fs]

)
(ʹ.66)

LS [F0, . . . , Fs] = kB lnW. (ʹ.67)

Οι τυπικές αποκλίσεις δίδονται από τη σχέση

< ∆Xjν∆Xkν >= −kB

(
∂Xj

∂Fk

)
F0...Fk−1Fk+1...FsXs+1...Xt

(ʹ.68)

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ
ΣΤΗΝ ΚΛΑΣΙΚΗ ΚΑΙ ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ

ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ

Η Χαµιλτονιανή που περιγράφει όλα τα µόρια του συστήµατος συµβολίζεται
µε Ĥ. Οι ιδιοσυναρτήσεις (Ψν ) και οι ιδιοενέργειες του συστήµατος (Eν ) δίδονται
από την Εξίσωση του Schrödinger

ĤΨν = EνΨν , (ʹ.69)

< Ψκ|Ψν >= δκν . (ʹ.70)

Επειδή ισχύει (ΑΠΟ∆ΕΙΞΤΕ ΤΟ)

eĤΨν = eEνΨν (ʹ.71)

και
eEν =< Ψν |eĤ |Ψν >, (ʹ.72)

η Συνάρτηση Επιµερισµού στην ΚΑΝΟΝΙΚΗ Συλλογή γράφεται

βA = − ln
∑
ν

e−βEν (ʹ.73)

= − ln
∑
ν

< Ψν |e−βĤ |Ψν > (ʹ.74)

= − lnTr(e−βĤ). (ʹ.75)

Tr συµβολίζει το ΙΧΝΟΣ του Χαµιλτονιανού πίνακα < Ψκ|e−βĤ |Ψν >.
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Η εύρεση των ιδιοτιµών και των ιδιοσυναρτήσεων ενός µοριακού Χαµιλτονιανού
τελεστή και από αυτές του τελεστή όλων των µορίων του συστήµατος είναι αρµοδι-
ότητα της Κβαντικής Χηµείας. Επίσης, οι ιδιοσυναρτήσεις Ψ πρέπει να έχουν την
κατάλληλη συµµετρία µε την αντιµετάθεση των ϑέσεων και των σπιν δύο οµοίων
σωµατιδίων. ∆ηλαδή, πρέπει να είναι είτε αντισυµµετρικές για σωµατίδια µε ολι-
κό σπιν ηµιακέραιο αριθµό (στατιστική Fermi-Dirac) ή να είναι συµµετρικές για
σωµατίδια µε ακέραιο σπιν (στατιστική Bose-Einstein).

(ΗΜΙ-)ΚΛΑΣΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ

Το πέρασµα από την Κβαντική ϑεωρία στην Κλασική γίνεται µε τις εξής αντι-
στοιχίες

ι) Ο τελεστής Χάµιλτον αντιστοιχεί στη Συνάρτηση Χάµιλτον που για διατη-
ϱήσιµα συστήµατα είναι η ολική ενέργεια του συστήµατος

Ĥ → H(xi, yi, zi, pxi, pyi, pzi), i = 1, . . . , N. (ʹ.76)

xi, yi, zi, pxi, pyi, pzi είναι οι Καρτεσιανές συντεταγµένες και οι αντίστοιχες ορµές
των N µορίων.

ιι) Μια διακριτή κβαντική κατάσταση αντιστοιχεί στον στοιχειώδη όγκο του
Φασικού Χώρου, όπου h είναι η σταθερά του Planck.

ν → dx1

h1/2

dy1
h1/2

dz1
h1/2

dpx1

h1/2

dpy1

h1/2

dpz1
h1/2

. . .
dxN

h1/2

dyN
h1/2

dzN
h1/2

dpxN

h1/2

dpyN

h1/2

dpzN
h1/2

(ʹ.77)

ή καλύτερα

ν → 1

h3N
ΠN

i dxidyidzidpxidpyidpzi (ʹ.78)

ιιι) Το άθροισµα πάνω από όλες τις κβαντικές ιδιοκαταστάσεις αντικαθίστατε
µε ολοκλήρωση ως προς το Φασικό Χώρο όλων των µορίων∑

ν

→
∫

1

h3N
ΠN

i dxidyidzidpxidpyidpzi. (ʹ.79)

΄Ετσι η Κανονική Συνάρτηση Επιµερισµού στην Κλασική Μηχανική γράφεται

Z =
1

h3N

∫
e−βH(xi,yi,zi,pxi,pyi,pzi)ΠN

i dxidyidzidpxidpyidpzi (ʹ.80)

Για ένα ιδανικό αέριο µε µηδενικό δυναµικό αλληλεπίδρασης η Συνάρτηση
Επιµερισµού υπολογίζεται αναλυτικά για ένα άτοµο

Zµεταφορική =
1

h3

∫ ∫ ∫
dxdydz

∫ ∫ ∫
dpxdpydpze

−β(p2
x+p2

y+p2
z)/2m. (ʹ.81)
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΄Αρα

Zµεταφορική =
V

h3
[2πmkBT ]

3/2
. (ʹ.82)

Για ένα σύστηµα N οµοίων ατόµων έχουµε

Zµεταφορική =
V N

N !h3N
[2πmkBT ]

3N/2
. (ʹ.83)

Η παραπάνω εξίσωση µπορεί επίσης να γραφεί χρησιµοποιώντας το ϑερµικό
µήκος κύµατος de Broglie.

Λ =
h√

2πmkBT
, (ʹ.84)

δηλαδή

Zµεταφορική =
V N

N !Λ3N
. (ʹ.85)

Το ϑερµικό µήκος κύµατος de Broglie µπορεί να συγγριθεί µε τη µέση απόστα-
ση των ατόµων, (V/N)1/3, για να αποφανθούµε το ποιά στατιστική πρέπει να α-
κολουθηθεί. Εάν (V/N)1/3 ≫ Λ, τότε τα άτοµα του ιδανικού αερίου ακολουθούν
Κλασική στατιστική (Maxwell-Boltzmann), άλλως (V/N)1/3 ≪ Λ, η στατιστική
των σωµατιδίων είναι Κβαντική, και περιγράφεται µε κατανοµές Fermi-Dirac ή
Bose-Einstein.

Μπορούµε τώρα να υπολογίσουµε την εσωτερική ενέργεια και την εξίσωση
κατάστασης των ιδανικών αερίων

U =< E >=

(
∂(lnZµεταφορική)

∂(−β)

)
V

=
3N

2β
=

3

2
NkBT, (ʹ.86)

βP =

(
∂(lnZµεταφορική)

∂V

)
β

=
N

V
, (ʹ.87)

ή
PV = NkBT. (ʹ.88)

Στη γενική περίπτωση όπου η δυναµική ενέργεια, U(xi, yi, zi), είναι µη-
µηδενική, η συνάρτηση Χάµιλτον γράφεται ως το άθροισµα της κινητικής και
της δυναµικής ενέργειας

H = T + U. (ʹ.89)

Το δυναµικό Helmholtz παίρνει τη µορφή

A = −kBT lnZ = −kBT lnQ+ c(T, V,N), (ʹ.90)

όπου

Q(T, V,N) =

∫
exp

[
− 1

kBT
U(xi, yi, zi)

]
ΠN

i dxidyidzi (ʹ.91)
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είναι το ολοκλήρωµα των ∆ιαµορφώσεων και c(T, V,N) σταθερά που προ-
έρχεται από την Κινητική ενέργεια. Στον υπολογισµό διαφορών της Ελεύθερης
Ενέργειας η σταθερά c αφαιρείται, και για αυτό συχνά, παρακάµπτοντας τη µα-
ϑηµατική αυστηρότητα, ταυτίζουµε το ολοκλήρωµα των ∆ιαµορφώσεων µε τη
συνάρτηση επιµερισµού, κάτι που κάνουµε και εδώ.

Το ολοκλήρωµα των ∆ιαµορφώσεων είναι πολύπλοκο και δύσκολα υπολο-
γίζεται αριθµητικά. Συνήθως όµως υπολογίζουµε διαφορές ϑερµοδυναµικών δυ-
ναµικών µεταξύ δύο συστηµάτων που δεν διαφέρουν πολύ. Οι τεχνικές που χρη-
σιµοποιούµε για να υπολογίσουµε τα πολυδιάστατα ολοκληρώµατα είναι συνήθως
οι Μόντε Κάρλο, Μοριακή ∆υναµική και η Στοχαστική ∆υναµική.

Για παράδειγµα αναφέρουµε τη µέθοδο των υβριδικών συστηµάτων. Υποθέτου-
µε ότι τα δύο συστηµάτων A και B συνδέονται µέσω της σχέσης

Uλ(xi, yi, zi) = (1− λ)UA(xi, yi, zi) + λUB(xi, yi, zi), (ʹ.92)
= UA + λ(UB − UA), (ʹ.93)

δηλ. για λ = 0 έχουµε το σύστηµα A και για λ = 1 το σύστηµα B. Για ενδιάµεσες
τιµές του λ δηµιουργούµε υβριδικά συστήµατα.

Μεταβολές στην Ελεύθερη Ενέργεια µπορούµε να υπολογίσουµε χρησιµοποι-
ώντας τα υβριδικά συστήµατα µέσω των εξισώσεων

∂A(λ)

∂λ
=

〈
∂U

∂λ

〉
λ

, (ʹ.94)

(αποδεικνύεται παρακάτω)

∂2A(λ)

∂λ2
= − 1

kBT

[〈(
∂U

∂λ

)2
〉

λ

−
(〈

∂U

∂λ

〉
λ

)2
]

(ʹ.95)

΄Αρα
∂2A(λ)

∂λ2
= − 1

kBT

[〈(
∂U

∂λ
−
〈
∂U

∂λ

〉
λ

)2
〉]

≤ 0. (ʹ.96)

<>λ συµβολίζει µέση τιµή ως προς τις διαµορφώσεις του υβριδικού συστήµατος
µε τιµή παραµέτρου λ.

Γενικά αποδεικνύεται ότι ως προς οποιαδήποτε παράµετρο λ της χαλµιτονια-
νής ισχύει

∆A = A(λb)−A(λa) =

∫ λb

λa

〈
∂U

∂λ

〉
λ

dλ. (ʹ.97)

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
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Χρησιµοποιούµε την ταυτότητα

lnZ(λ′) =

∫ λ′

0

∂ lnZ(λ)

∂λ
dλ, (ʹ.98)

Z(λ) =

∫ ∞

0

exp[−U(λ)/kBT ]dU, (ʹ.99)

∂Z

∂λ
=

∫ ∞

0

(
− 1

kBT

∂U

∂λ

)
exp[−U(λ)/kBT ]dU, (ʹ.100)

∂ lnZ

∂λ
=

1

Z

∂Z

∂λ
. (ʹ.101)

΄Αρα
∂ lnZ

∂λ
= − 1

kBT

∫
∂U

∂λ

(
exp[−U(λ)/kBT ]

Z

)
dU, (ʹ.102)

∂ lnZ

∂λ
= − 1

kBT

〈
∂U

∂λ

〉
λ

, (ʹ.103)

lnZ(λ′)− lnZ(0) = − 1

kBT

∫ λ′

0

〈
∂U

∂λ

〉
λ

dλ. (ʹ.104)

Επειδή
A = −kBT lnZ, (ʹ.105)

∆A = A(λ′)−A(0) =

∫ λ′

0

〈
∂U

∂λ

〉
λ

dλ. (ʹ.106)

ο.ε.δ.

Ο υπολογισµός της Ελεύθερης Ενέργειας ολοκληρώνοντας ως προς µια πα-
ϱάµετρο και παραγωγίζοντας το δυναµικό αλληλεπίδρασης ως προς την ίδια πα-
ϱάµετρο ονοµάζεται Μέθοδος της Θερµοδυναµικής Ολοκλήρωσης.

Η ανισότητα (ʹ.96) µας υποδεικνύει ότι η Ελεύθερη Ενέργεια είναι µια κοίλη
συνάρτηση της παραµέτρου λ. ΄Ετσι αποδεικνύεται η ανισότητα BOGOLIUBOV
που αναφέρεται στην επόµενη παράγραφο. Ανάλογοι τύποι ισχύουν και για άλλα
Θερµοδυναµικά ∆υναµικά εκτός της Ελεύθερης Ενέργειας Helmholtz. Περισσότε-
ϱα για τον υπολογισµό της Ελεύθερης Ενέργειας Helmholtz µπορείτε να ϐρείτε
στα ϐιβλία [10, 11, 12].

Μπορούµε επίσης να χρησιµοποιήσουµε το αριστερό µέλος της Εξίσωσης ʹ.94
για να υπολογίσουµε απ΄ ευθείας µεταβολές της Ελεύθερης Ενέργειας χρησιµο-
ποιώντας πεπερασµένες διαφορές για την παράγωγο ως προς λ.

∆A =
∑
λ

∆Aλ =
∑
λ

(Aλ+δλ −Aλ) (ʹ.107)
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Το άθροισµα ως προς λ περιλαµβάνει την τιµή λmin = 0 που αντιστοιχεί στο
αδιατάρακτο σύστηµα και την τιµή λmax = 1− δλ. Γνωρίζοντας ότι

Aλ = −kBT lnZλ, (ʹ.108)

Zλ(T, V,N) =

∫
exp

[
− 1

kBT
Uλ(xi, yi, zi)

]
ΠN

i dxidyidzi, (ʹ.109)

Uλ+δλ = Uλ + (Uλ+δλ − Uλ) (ʹ.110)

και

∆Aλ = −kBT (lnZλ+δλ − lnZλ) = −kBT ln

(
Zλ+δλ

Zλ

)
, (ʹ.111)

συµπεραίνουµε ότι

∆Aλ = −kBT ln

[∫
e−Uλ/kBT e−(Uλ+δλ−Uλ)/kBT

Zλ
ΠN

i dxidyidzi

]

= −kBT ln

[∫ (
e−Uλ/kBT

Zλ

)
e−(Uλ+δλ−Uλ)/kBTΠN

i dxidyidzi

]
.

(ʹ.112)

Το ολοκλήρωµα υπολογίζει τη µέση τιµή του όρου,

e−(Uλ+δλ−Uλ)/kBT , ως προ το σύνολο των διαµορφώσεων του υβριδικού συστήµα-
τος που περιγράφεται µε τη διαταραχή Uλ. Με άλλα λόγια

∆Aλ = −kBT ln
[〈

e−(Uλ+δλ−Uλ)/kBT
〉
λ

]
, (ʹ.113)

ΑΝΙΣΟΤΗΤΑ BOGOLIUBOV ΚΑΙ
ΤΟ ΘΕΩΡΗΜΑ ΤΩΝ ΜΕΤΑΒΟΛΩΝ

Εάν η Χαµιλτονιανή µπορεί να γραφεί ως το άθροισµα µιας επιλύσιµης Χα-
µιλτονιανής (H0) και µιας διαταραχής (H1)

H = H0 +H1, (ʹ.114)

τότε η Ελεύθερη Ενέργεια Helmholtz ικανοποιεί την ανισότητα BOGOLIUBOV

A ≤ At = A0+ < H1 >0 . (ʹ.115)

Η µέση τιµή της διαταραχής H1 υπολογίζεται ως προς τις µικροκαταστάσεις της
αδιατάρακτης Χαµιλτονιανής H0. Επίσης, ισχύει

A ≤ −TS0+ < H >0 . (ʹ.116)
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Εποµένως, ελαχιστοποίηση του δεξιού µέρους της ανισότητας BOGOLIUBOV (Ε-
ξίσωση ʹ.115) ως προς ορισµένες παραµέτρους ϑα δώσει τη ϐέλτιστη τιµή για την
Ελεύθερη Ενέργεια του διαταραγµένου συστήµατος. Με αυτό τον τρόπο έχου-
µε µια µέθοδο υπολογισµού διαφορών της Ελεύθερης Ενέργειας ανάλογη µε το
Θεώρηµα των Μεταβολών στην Κβαντική Χηµεία.

Η απόδειξη της ανισότητας BOGOLIUBOV ϐασίζεται στην κοιλότητα της Ε-
λεύθερης Ενέργειας ως προς την παράµετρο λ της Χαµιλτονιανής (ʹ.96). Εάν
γράψουµε την αρχική µας Χαµιλτονιανή ως το άθροισµα της αδιατάρακτης Χα-
µιλτονιανής H0 και της διαταραχής H1 εισάγοντας την παράµετρο λ

H = H0 + λH1, (ʹ.117)

τότε η δοκιµαστική Χαµιλτονιανή

Ht = H0 + λ < H1 >0, (ʹ.118)

έχει την ίδια µέση τιµή µε την αρχική Χαµιλτονιανή (προσέγγιση µέσου πεδίου),
< Ht >0=< H >0, και δίδει την Ελεύθερη Ενέργεια

At(λ) = A0 + λ < H1 >0 . (ʹ.119)

Για λ = 1 παίρνουµε την ανισότητα BOGOLIUBOV, At ≥ A. Η απόδειξη εξάγεται
από το (Σχήµα ʹ.1)
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Σχήµα ʹ.1: Απόδειξη της ανισότητας BOGOLIUBOV, At ≥ A, ϐασιζόµενη στην
κοιλότητα της Ελεύθερης Ενέργειας ως προς την παράµετρο λ της Χαµιλτονιανής.
∆ες Εξισώσεις ʹ.94 έως ʹ.97

A

λ

A

0 1

0 01
Α < Α = Α + λ <Η > t

At

A0
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Παράρτηµα Ζʹ

ΜΙΑ ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ ΤΗΣ
ΣΧΕΣΕΩΣ : S = kB lnΩ

Το παράρτηµα αυτό είναι συνεισφορά του Καθηγητή Μάριου Κοσµά από το Τµήµα
Χηµείας του Πανεπιστηµίου Ιωαννίνων.

Εάν ϑεωρήσω ότι το ϑερµοδυναµικό µου σύστηµα µε ολική εντροπία S και
αριθµό καταστάσεων Ω το χωρίζω σε δύο υποσυστήµατα µε εντροπίες S1 και S2 και
αριθµούς καταστάσεων Ω1 και Ω2 αντίστοιχα, τότε για ανεξάρτητα υποσυστήµατα
(µη αλληλεπιδρώντα) έχω ότι

S = S1 + S2, (Ζʹ.1)

και
Ω = Ω1Ω2. (Ζʹ.2)

Στη συνέχεια ϑεωρώ ότι υπάρχει σχέση µεταξύ της S και Ω, S = f(Ω), την
οποία προσδιορίζω κάνοντας χρήση των προηγούµενων σχέσεων.

f(Ω) = f(Ω1) + f(Ω2). (Ζʹ.3)

Παραγωγίζοντας και τα δύο µέλη ως προς Ω1 λαµβάνω:

df(Ω)

dΩ1
=

df(Ω)

dΩ

dΩ

dΩ1
=

df(Ω1)

dΩ1
(Ζʹ.4)

εφόσον η f(Ω2) δεν εξαρτάται από το Ω1.
Επίσης, ισχύει

dΩ

dΩ1
= Ω2 =

Ω

Ω1
, (Ζʹ.5)

οπότε λαµβάνω
df(Ω)

dΩ

Ω

Ω1
=

df(Ω1)

dΩ1
, (Ζʹ.6)
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που γράφεται και σαν

df(Ω)

dlnΩ
=

df(Ω1)

dlnΩ1
=

df(Ω2)

dlnΩ2
= σταθερά = kB . (Ζʹ.7)

Η ισότητα µε την αντίστοιχη ποσότητα του δεύτερου υποσυστήµατος µπορεί
εύκολα να προκύψει µε συµµετρική αλλαγή στην εξαγωγή των υποσυστηµάτων
1 και 2. Εφόσον δε η ίδια λογική µπορεί να εφαρµοσθεί για κάθε διαµέριση οι
αντίστοιχες παράγωγοι δεν µπορεί παρά να είναι µια σταθερά.

Ολοκληρώνοντας την εξίσωση

df(Ω)

dlnΩ
= kB , (Ζʹ.8)

λαµβάνουµε το νόµο του Boltzmann

S = f(Ω) = kB ln(Ω) + σταθερά. (Ζʹ.9)

Εάν ϑεωρήσουµε σαν οριακή συνθήκη η S να είναι 0 για Ω = 1, τότε σταθερά =
0, πράγµα που εκφράζει και το τρίτο ϑερµοδυναµικό αξίωµα.

ο.ε.δ.



Παράρτηµα Ηʹ

ΘΕΡΜΟ∆ΥΝΑΜΙΚΗ
ΜΗ-ΑΝΤΙΣΤΡΕΠΤΩΝ
ΜΕΤΑΒΟΛΩΝ

Η Θερµοδυναµική των Μη-Αντιστρεπτών µεταβολών ή των καταστάσεων µακριά
από τη ϑερµοδυναµική ισορροπία µελετήθηκε κυρίως τον εικοστό αιώνα και έχει
ως σκοπό τη διερεύνηση της χρονικής εξέλιξης των ϑερµοδυναµικών ϕαινοµένων
που απουσιάζει από την Κλασική Θερµοδυναµική. Στην Κλασική Θερµοδυναµική
ϑεωρούµε τις χρονικές µεταβολές ενός συστήµατος ως (µαθηµατικά) πολύ αργές,
έτσι ώστε όλες οι ενδιάµεσες καταστάσεις να είναι καταστάσεις ισορροπίας, δηλαδή
αντιστρεπτές. Η σύντοµη εισαγωγή του ϑέµατος που δίδεται στο παρόν Παράρτηµα
ακολουθεί το Κεφάλαιο 11 του ϐιβλίου ‘‘Introduction to Modern Thermodynami-
cs’’ του Dilip Kondepudi [13].

Μη-αντιστρεπτές µεταβολές συστηµάτων που ϐρίσκονται πολύ κοντά στην κα-
τάσταση ισορροπίας περιγράφονται µε τη Γραµµική Θεωρία όπως αναπτύχθηκε
από τον Onsager το 1931, ενώ η µελέτη καταστάσεων µακριά από τη ϑερµοδυ-
ναµική ισορροπία απαιτεί Μη-Γραµµικές Θεωρίες για την περιγραφή τους και
αναπτύχθηκαν από τους De Donger, Prigogine και άλλους. Οι Μη-Γραµµικές
ϑεωρίες εξηγούν καταστάσεις αυθόρµητης αυτο-οργάνωσης της ύλης, οι οποίες
ϐρίσκονται σε συµφωνία µε τον ∆εύτερο Νόµο της Θερµοδυναµικής και ονοµάσθη-
καν από τον Ilya Progogine ∆οµές Απόσβεσης.

΄Οπως συµβαίνει συνήθως στην επιστήµη, νέες ϑεωρίες και ιδέες ϐασίζονται στις
ήδη υπάρχουσες, έτσι και στη Θερµοδυναµική των Μη-αντιστρεπτών µεταβολών
ϑεωρούµε ότι σε µικρού µεγέθους υποσυστήµατα του συστήµατός µας η ισορρο-
πία αποκαθίσταται ταχύτατα µετά από µια διαταραχή, και εποµένως, µπορούµε
να ορίσουµε ϑερµοδυναµικές ποσότητες όπως ϑερµοκρασία, πίεση, ελεύθερη ε-
νέργεια κ.τ.λ. τοπικά. Με άλλα λόγια, ϑεωρούµε µία διαµέριση του συστήµατος,
το οποίο µπορεί να είναι µονωµένο, κλειστό η ανοικτό, σε κυψελίδες τέτοιου µε-
γέθους ώστε σε κάθε κυψελίδα να ορίζουµε τις ποσότητες ϑερµοκρασία, πίεση και
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χηµικό δυναµικό της χηµικής ένωσης i σαν συνάρτηση της ϑέσεως της κυψελίδας
στον χώρο, x⃗, και στον χρόνο, t·

T = T (x⃗, t), P = P (x⃗, t), µi = µi(x⃗, t), i = 1, · · · , r.

Οι ποσότητες εντροπία, εσωτερική ενέργεια και µάζας ορίζονται ως πυκνότητες
ανά µονάδα όγκου

s[T (x⃗, t), ρi(x⃗, t)] = s(x⃗, t),

u[T (x⃗, t), ρi(x⃗, t)] = u(x⃗, t),

όπου ρi(x⃗, t) η πυκνότητα µάζας της χηµικής ένωσης i µετρούµενη σε γραµµο-
µόρια ανά µονάδα όγκου. Θεωρώντας ότι υπάρχει ισορροπία στην κυψελίδα στη
ϑέση x⃗ ισχύει η Θεµελιώδης Εξίσωση της Θερµοδυναµικής

T (x⃗)ds(x⃗) = du(x⃗)−
∑
i

µi(x⃗)dρi(x⃗). (Ηʹ.1)

Επειδή χρησιµοποιούµε πυκνότητες ο όγκος δεν εµφανίζεται στην εξίσωση.
Σύµφωνα µε τον ∆εύτερο Νόµο της Θερµοδυναµικής σε κάθε κυψελίδα αλλά

και στο σύνολο του συστήµατος στις Μη-αντιστρεπτές µεταβολές παράγεται εντρο-
πία µε ϱυθµό και ανά µονάδα όγκου ίση µε

σ(x⃗, t) =
dis(x⃗, t)

dt
≥ 0. (Ηʹ.2)

Η συνολική παραγωγή εντροπίας στο σύστηµα ανά µονάδα χρόνου είναι

diS

dt
=

∫
V

σ(x⃗, t)dV ≥ 0. (Ηʹ.3)

Στη ϕαινοµενολογική ϑεωρία των Μη-αντιστρεπτών µεταβολών ο ϱυθµός πα-
ϱαγωγής εντροπίας υπολογίζεται µε τις Θερµοδυναµικές δυνάµεις Fi και τις Θερ-
µοδυναµικές ϱοές Ji µέσω τη εξίσωσης

σ =
∑
i

FiJi. (Ηʹ.4)

Οι ϱοές, που εκφράζουν την ταχύτητα ϱοής της ποσότητας ανά µονάδα επιφάνειας,
ϑεωρούνται ότι είναι επίσης συναρτήσεις των ϑερµοδυναµικών δυνάµεων, δηλ.

Ji =
∑
j

LijFj . (Ηʹ.5)

Οι συντελεστές Lij ονοµάζονται Φαινοµενολογικοί Συντελεστές ή Συντελε-
στές Onsager. Εποµένως, η παραγωγή εντροπίας ανά µονάδα χρόνου και όγκου
δίδεται από το πολυώνυµο δευτέρου ϐαθµού

σ =
∑
ij

LijFiFj ≥ 0. (Ηʹ.6)
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Συνέπεια του ∆εύτερου νόµου της ϑερµοδυναµικής είναι ο πίνακας Lij να είναι
ένας ϑετικά ορισµένος πίνακας και ο Onsager απέδειξε ότι είναι επίσης και ένας
συµµετρικός πίνακας, Lij = Lji. ΄Ενας συµµετρικός ϑετικά ορισµένος πίνακας
έχει ϑετικές ιδιοτιµές.

Παραδείγµατα ϑερµοδυναµικών δυνάµεων και ϱοών είναι.
1) Θερµική Αγωγιµότητα

Fq = ∇
(

1

T (x⃗)

)
, Jq = −κ∇(T (x⃗)) (Jm−2s−1), (Ηʹ.7)

όπου κ η σταθερά ϑερµικής αγωγιµότητας (νόµος Fourier).
2) ∆ιάχυση

FD = −∇
(
µk(x⃗)

T (x⃗)

)
, JD = −Dk∇(ρk(x⃗)) (mol m−2s−1), (Ηʹ.8)

όπου Dk η σταθερά διάχυσης (νόµος Fick).
3) Ηλεκτρική Αγωγιµότητα

Fe =
−∇(ϕ)

T
=

E

T
, Je =

V

R
=

E

ρ
(Cm−2s−1), (Ηʹ.9)

όπου ϕ το ηλεκτρικό δυναµικό, E το ηλεκτρικό πεδίο, I το ηλεκτρικό ϱεύµα, V
ηλεκτρική τάση, (R, ρ) ηλεκτρική αντίσταση (νόµος Ohm).

3) Χηµικές Αντιδράσεις

Fr =
Ar

T
, Jr = vr =

1

V

dξr
dt

(mol m−3s−1). (Ηʹ.10)

Ar είναι η Συγγένεια για την χηµική αντίδραση r, ξr η µεταβλητή που µετρά την
πορεία της αντίδρασης σε mole, και vr η ταχύτητα αντίδρασης ανά µονάδα όγκου
V .

Ας συγκεντρωθούµε στην περίπτωση παραγωγής εντροπίας σε χηµικές αντι-
δράσεις που λαµβάνουν χώρα Μη-αντιστρεπτά.

Περιγράφοντας την χηµική αντίδραση r µε τη στοιχειοµετρική εξίσωση

0 = −a1A1 − a2A2 − · · · − anAn + b1B1 + b2B2 + · · ·+ bmBm, (Ηʹ.11)

η πορεία της αντίδρασης στον χρόνο µπορεί να περιγραφεί µε µια µεταβλητή ξr
η οποία µετρά τη µεταβολή της γραµµοµοριακής ποσότητας των αντιδρώντων και
προϊόντων µορίων

dnA1

−a1
=

dnA2

−a2
= · · · = dnAn

−an
=

dnB1

b1
=

dnB2

b2
= · · · = dnBm

bm
= dξr. (Ηʹ.12)

Η ΣΥΓΓΕΝΕΙΑ (AFFINITY) της χηµικής αντίδρασης Ηʹ.11 ορίζεται µε την ε-
ξίσωση

Ar =

n∑
i=1

aiµAi −
m∑
i=1

biµBi , (Ηʹ.13)
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όπου µAi είναι το χηµικό δυναµικό του αντιδρώντος µορίου Ai και µBi το χηµικό
δυναµικό του προϊόντος µορίου Bi. Είναι ϕανερό ότι η Χηµική Συγγένεια είναι η
Γραµµοµοριακή Ελεύθερη Ενέργεια Gibbs της αντίδρασης µε αρνητικό πρόσηµο

Ar = −∆rGm. (Ηʹ.14)

Εποµένως µπορούµε να συµπεράνουµε ότι:

1. Στην κατάσταση χηµικής ισορροπίας Ar = 0 όπως και dξr/dt = 0.

2. Εάν Ar > 0 η αντίδραση οδεύει δεξιά και

3. Εάν Ar < 0 η αντίδραση οδεύει αριστερά.

Επίσης, η Συγγένεια έχει την προσθετική ιδιότητα όπως η ενέργεια Gibbs
αντιδράσεων. Το άθροισµα των Συγγενειών µιας ακολουθίας χηµικών αντι-
δράσεων είναι ίσο µε τη Συγγένεια της συνολικής αντίδρασης.

Για πολλές Μη-αντιστρεπτές χηµικές αντιδράσεις, r, η ταχύτητα παραγωγής
εντροπίας δίδεται από την εξίσωση

diS

dt
=
∑
r

Ar

T

dξr
dt

≥ 0. (Ηʹ.15)

Μπορεί να ϕαίνεται περιττή η εισαγωγή της έννοιας της Συγγένειας µια και
συνδέεται µε την Ελεύθερη Ενέργεια Gibbs χηµικής αντίδρασης. ΄Εχουν όµως
την εξής σηµαντική διαφορά: η Συγγένεια αναφέρεται σε Μη-αντιστρεπτές χηµικές
αντιδράσεις και την εντροπία, ενώ η Ελεύθερη Ενέργεια Gibbs σε καταστάσεις
ισορροπίας και αντιστρεπτές χηµικές αντιδράσεις.

Η ταχύτητα µιας αντίδρασης r ανά µονάδα όγκου ορίζεται από τον τύπο

vr =
1

V

dξr
dt

= Rf (ξr)−Rr(ξr), (Ηʹ.16)

όπου Rf είναι η ταχύτητα της αντίδρασης προς τα δεξιά και Rr η αντίστροφη
αντίδραση. Οι µονάδες ταχύτητας αντίδρασης είναι molL−1s−1.

Για παράδειγµα για την αντίδραση

aA+ bB = cC + dD

οι ταχύτητες της αντίδρασης προς τα δεξιά και η αντίστροφή της γράφονται

Rf = kf [A]a[B]b, Rr = kr[C]c[D]d. (Ηʹ.17)

Εκφράζοντας το χηµικό δυναµικό της χηµικής ένωσης i ως συνάρτηση της
δραστικότητας, αi,

µi = µ⊖
i +RT ln(αi), (Ηʹ.18)

µπορούµε να γράψουµε τη Συγγένεια ως

Ar = RT ln(Kr(T )) +RT ln

(∏n
i=1 α

ai

Ai∏m
i=1 α

bi
Bi

)
. (Ηʹ.19)
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Kr(T ) είναι η σταθερά ισορροπίας της αντίδρασης και συνδέεται µε τις σταθερές
των ταχυτήτων

Kr = kf/kr. (Ηʹ.20)

R συµβολίζει τη σταθερά των ιδανικών αερίων. Επίσης, ισχύει (δες Εξις 3.65 και
3.69)

∆rG
⊖
m =

∑
j

νjµ
⊖
j = −A⊖

r , (Ηʹ.21)

και
∆rG

⊖
m = −RT lnKr. (Ηʹ.22)

Συµπεραίνουµε λοιπόν ότι

Ar = RT ln

(
Rf (ξr)

Rr(ξr)

)
. (Ηʹ.23)

Εποµένως, καταλήγουµε στην εξίσωση παραγωγής εντροπίας ανά µονάδα όγκου
και για ένα σύνολο Μη-αντιστρεπτών χηµικών αντιδράσεων στον τύπο

1

V

diS

dt
=

1

V

∑
r

Ar

T

dξr
dt

= R
∑
r

[Rf (ξr)−Rr(ξr)] ln

(
Rf (ξr)

Rr(ξr)

)
. (Ηʹ.24)

Η παραγωγή εντροπίας υπολογίζεται από τις ταχύτητες των χηµικών αντιδράσεων.
Οι διακυµάνσεις της εντροπίας γύρω από την κατάσταση ϑερµοδυναµικής ι-

σορροπίας αποδεικνύεται ότι ικανοποιούν την εξίσωση

1

2
δ2Ṡ =

d

dt

δ2S

2
=
∑
k

δFkδJk ≥ 0, (Ηʹ.25)

όπου δ2S συµβολίζει τις διακυµάνσεις της εντροπίας δεύτερης τάξης και δFk και
δJk οι διακυµάνσεις πρώτης τάξεως της ϑερµοδυναµικής δύναµης Fk και της
αντίστοιχης ϱοής Jk.

ΑΠΟ∆ΕΙΞΗ
Θεωρώντας την πυκνότητα εντροπίας ως συνάρτηση της πυκνότητας ενέργειας

και των συγκεντρώσεων των χηµικών συστατικών του συστήµατος, s(u, ρi), i =
1, · · · , r, οι µεταβολές πρώτης τάξεως δίδονται από την εξίσωση

δs(u, ρi) =

(
∂s

∂u

)
ρi

δu+

r∑
i=1

(
∂s

∂ρi

)
u

δρi (Ηʹ.26)

=

(
1

T

)
δu+

r∑
i=1

(
−µi

T

)
δρi. (Ηʹ.27)
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Οι µεταβολές δεύτερης τάξης υπολογίζονται από τον τύπο

δ2s(u, ρ) =

(
∂2s

∂u2

)
ρi

(δu)2 + 2

r∑
i=1

(
∂2s

∂u∂ρi

)
δuδρi +

∑
ij

(
∂2s

∂ρi∂ρj

)
u

δρiδρj .

(Ηʹ.28)
Για καταστάσεις ισορροπίας οι διακυµάνσεις πρώτης τάξης είναι µηδέν. Επο-
µένως, η παράγωγος της πυκνότητας εντροπίας ως προς τον χρόνο ϑα δίδεται από
τη σχέση

d[δ2s(u, ρi)]

dt
= δ2ṡ(u, ρi) = 2

(
∂2s

∂u2

)
ρi

δuδu̇

+ 2

r∑
i=1

(
∂2s

∂u∂ρi

)
(δu̇δρi + δuδρ̇i)

+ 2
∑
ij

(
∂2s

∂ρi∂ρj

)
u

δρ̇iδρj , (Ηʹ.29)

ή

δ2ṡ(u, ρi) = 2

(
∂

∂u

1

T

)
δuδu̇+ 2

r∑
i=1

(
∂

∂ρi

1

T

)
δu̇δρi

+ 2

r∑
i=1

(
∂

∂u

−µi

T

)
δuδρ̇i + 2

∑
ij

(
∂

∂ρi

−µj

T

)
u

δρjδρ̇i,(Ηʹ.30)

Επειδή ισχύουν

δ

(
1

T

)
=

(
∂

∂u

1

T

)
δu+

∑
i

(
∂

∂ρi

1

T

)
δρi (Ηʹ.31)

και

δ
(µi

T

)
=

(
∂

∂u

µi

T

)
δu+

∑
j

(
∂

∂ρj

µi

T

)
δρj , (Ηʹ.32)

η εξίσωση των δεύτερων µεταβολών της πυκνότητας εντροπίας γράφεται

δ2ṡ(u, ρi) = 2

[
δ

(
1

T

)
δu̇+

∑
i

δ

(
−µi

T

)
δρ̇i

]
. (Ηʹ.33)

Ο ϱυθµός µεταβολής της εντροπίας για όλο το σύστηµα υπολογίζεται ολοκληρώνο-
ντας ως προς όλο τον όγκο

δ2Ṡ = 2

∫ [
δ

(
1

T

)
δu̇+

∑
i

δ

(
−µi

T

)
u

δρ̇i

]
dV. (Ηʹ.34)

Οι χρονικές µεταβολές των πυκνοτήτων ενέργειας και συγκεντρώσεων συνδέο-
νται µε τις ϑερµοδυναµικές δυνάµεις και ϱοές µε τις εξισώσεις ισορροπίας

u̇ = −∇J⃗u ϑερµική αγωγιµότητα, (Ηʹ.35)
δu̇ = −∇δJ⃗u, (Ηʹ.36)
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και

ρ̇i = −∇J⃗i +
∑
j

νijvj , διάχυση και χηµικές αντιδράσεις (Ηʹ.37)

δρ̇i = −∇δJ⃗i +
∑
j

νijδvj . (Ηʹ.38)

Τα νij συµβολίζουν τους στοιχειοµετρικούς συντελεστές της ith χηµικής αντίδρα-
σης, και vi τις ταχύτητες αντιδράσεων. Οι µεταβολές πρώτης τάξης των u̇, και ρ̇i
υπολογίζονται ως προς στάσιµες καταστάσεις.

Χρησιµοποιώντας αυτές τις εξισώσεις και τις ταυτότητες

∇(δfδJ⃗) = δf∇δJ⃗ + δJ⃗∇δf, (Ηʹ.39)

και το ϑεώρηµα του Gauss ∫
V

(∇f⃗J)dV =

∫
Σ

fJ⃗da⃗, (Ηʹ.40)

ή ∫
V

δfδ∇J⃗dV +

∫
V

δJ⃗δ∇fdV =

∫
Σ

δfδJ⃗da⃗, (Ηʹ.41)

ο ϱυθµός µεταβολής της εντροπίας γράφεται

1

2
δ2Ṡ = −

∫
Σ

δ

(
1

T

)
δJ⃗uda⃗+

∫
V

δ∇
(
1

T

)
δJ⃗udV

+

∫
Σ

∑
i

δ
(µi

T

)
δJ⃗ida⃗−

∫
V

∑
i

δ∇
(µi

T

)
δJ⃗idV

+

∫
V

∑
i

δ

(
Ai

T

)
δvidV. (Ηʹ.42)

Σ είναι η επιφάνεια που περικλείει τον όγκο V και da⃗ το εµβαδόν της στοιχειώδους
επιφάνειας. ΄Εχουµε χρησιµοποιήσει επίσης τη σχέση

∑
j νijδ(µj/T ) = δ(Ai/T ).

Τα επιφανειακά ολοκληρώµατα µηδενίζονται διότι οι συνοριακές επιφάνειες δεν
µεταβάλλονται στον χρόνο. ΄Αρα

1

2
δ2Ṡ =

∫
V

δ∇
(
1

T

)
δJ⃗udV (Ηʹ.43)

−
∫
V

∑
i

δ∇
(µi

T

)
δJ⃗idV (Ηʹ.44)

+

∫
V

∑
i

δ

(
Ai

T

)
δvidV (Ηʹ.45)

1

2
δ2Ṡ =

∑
k

δFkδJ⃗k ≥ 0. (Ηʹ.46)

ο.ε.δ.
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Ηʹ.1 ΄Ενα κινητικό µοντέλο για χειροµορφικές α-
ντιδράσεις

Ως παράδειγµα ϑα µελετήσουµε τη σύνθεση δεξιόστροφων (XD) και αριστερόστρο-
ϕων ενώσεων (XL) από µη-χειροµορφικά αντιδρώντα µόρια (S, T). Οι συγκε-
ντρώσεις [S], [T] παραµένουν σταθερές κατά τη διάρκεια της αντίδρασης, ενώ την
αντίστροφη αντίδραση k3r τη ϑεωρούµε πολύ αργή, k3r << 1.

Το κινητικό µοντέλο είναι

S + T ⇀↽ XL, (k1f , k1r), (Ηʹ.47)
S + T +XL ⇀↽ 2XL, (k2f , k2r) (Ηʹ.48)

S + T ⇀↽ XD, (k1f , k1r), (Ηʹ.49)
S + T +XD ⇀↽ 2XD, (k2f , k2r), (Ηʹ.50)

XL +XD ⇀↽ P, (k3f , k3r). (Ηʹ.51)

Οι ταχύτητες των παραπάνω αντιδράσεων ορίζονται ως

RL
1f = k1f [S][T] (Ηʹ.52)

RL
1r = k1r[XL] (Ηʹ.53)

RD
1f = k1f [S][T] (Ηʹ.54)

RD
1r = k1r[XD] (Ηʹ.55)

RL
2f = k2f [XL][S][T] (Ηʹ.56)

RL
2r = k2r[XL]

2 (Ηʹ.57)
RD

2f = k2f [XD][S][T] (Ηʹ.58)

RD
2r = k2r[XD]

2 (Ηʹ.59)
R3f = k3f [XL][XD] (Ηʹ.60)
R3r = k3r[P ] (Ηʹ.61)

Οι ταχύτητες σχηµατισµού των προϊόντων XLκαιXD δίδονται από τις εξισώσεις

d[XL]

dt
= RL

1f −RL
1r +RL

2f −RL
2r −R3f +R3r (Ηʹ.62)

d[XD]

dt
= RD

1f −RD
1r +RD

2f −RD
2r −R3f +R3r (Ηʹ.63)

Η παραγωγή εντροπίας σε κάθε χηµική αντίδραση υπολογίζεται ολοκληρώνο-
ντας τις εξισώσεις Ηʹ.24 για χρόνο [0, T ] και ϑέτοντας, V = 1.

diS
L(D)

dt
= R

(
R

L(D)
f [ξr(t)]−RL(D)

r [ξr(t)]
)
ln

(
R

L(D)
f [ξr(t)]

R
L(D)
r [ξr(t)]

)
. (Ηʹ.64)

Επίσης, µπορούµε να ορίσουµε τις µεταβλητές

λ = [S][T], α =
[XL]− [XD]

2
β =

[XL] + [XD]

2
(Ηʹ.65)
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και οι ταχύτητες µπορούν να γραφούν επίσης ως

dα

dt
= −k1rα+ k2fλα− 2k2rαβ (Ηʹ.66)

dβ

dt
= k1fλ− k1rβ + k2fλβ − k2r(β

2 + α2)− k3f (β
2 − α2) (Ηʹ.67)

Το σύστηµα των διαφορικών εξισώσεων, Ηʹ.62 - Ηʹ.64, επιλύεται αριθµητικά
όπου και µπορούµε να παρακολουθήσουµε την ευστάθεια των λύσεων στον χρόνο.

Για τις σταθερές των ταχυτήτων παίρνουµε

k1f = 0.5 (Ηʹ.68)
k1r = 0.01

k2f = 0.5

k2r = 0.2

k3f = 1.5

k3r = 0.001

και ϑεωρώντας τις αρχικές συγκεντρώσεις

[S] = 0.5 (Ηʹ.69)
[T] = [S]

[P] = 0

[XD]0 = 0.0

[XL]0 = [XD]0 + α

τότε ϐρίσκουµε
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Σχήµα Ηʹ.1: Η χρονική εξέλιξη των συγκεντρώσεων της δεξιόστροφης και αριστε-
ϱόστροφης χηµικής ένωσης σύµφωνα µε το κινητικό µοντέλο [Ηʹ.47 - Ηʹ.51], και
διάφορες τιµές των παραµέτρων α και λ. Οι καµπύλες [2-6] αντιστοιχούν στην
παραγώµενη εντροπία κατά τις χηµικές αντιδράσεις [Ηʹ.47 - Ηʹ.51].
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