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ΠΕΙΡΑΜΑ Β8 : Θερµοχωρητικότητες Μετάλλων Θεωρία

Σκοπός

Πειράµατα µέτρησης ϑερµοχωρητικότητας µετάλλων
Σκοπός της άσκησης είναι η κατανόηση

1 της Στατιστικής Μηχανικής των κβαντικών καταστάσεων των µορίων,

2 ο υπολογισµός της ϑερµοχωρητικότητας µετάλλων µε διαφορετικές προσεγγίσεις.

Ο συντελεστής ϑερµοχωρητικότητας εισήχθη ως παράµετρος µέτρησης του ποσού ϑερµότητας

που µπορεί να απορροφήσει ένα σώµα κατά τις µεταβολές της ϑερµοκρασίας.

Ο υπολογισµός της ϑερµοχωρητικότητας από τις µοριακές καταστάσεις ϑεωρείται ένα από τα

επιτεύγµατα της Στατιστικής Μηχανικής. Εποµένως, η κατανόηση των ϐασικών υποθέσεων και

αρχών της Στατιστικής Μηχανικής είναι απαραίτητη.

[1] P. W. Atkins, ¨Φυσικοχηµεία¨, Τόµος ΙΙ, Κεφάλαια 21 και 22, Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης

[2] http://en.wikipedia.org/wiki/Debye_model

[3] http://www.princeton.edu/˜achaney/tmve/wiki100k/docs/
Specific_heat_capacity.html

[4]

http://www.chemistry.mcmaster.ca/˜ayers/chem2PA3/labs/2PA35.pdf

[5] http:
//tccc.iesl.forth.gr/education/local/Thermodynamics/book.pdf
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Το Πείραµα

Πειραµατική ∆ιάταξη. ∆ιακρίνονται τα ϑερµόµετρο στο δοχείο αλουµινίου,
Ϲυγός τριπλής δέσµης, τρίποπδας, γυάλινο ποτήρι και οι µεταλλικοί
κύλινδροι.

Σχήµα: Πειραµατική διάταξη για τον προσδιορισµό της ϑερµοχωρητικότητας µετάλλων.

	  

3 /24
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Το Πείραµα

ΤΙ ΠΡΕΠΕΙ ΝΑ ΓΝΩΡΙΖΕΤΕ

1 Πιθανότητες και Κατανοµές

2 Μικροκανονική Συλλογή - Μονωµένα Συστήµατα (U, V , Ni )

3 Κανονική Συλλογή - Κλειστά Συστήµατα (T , V , Ni )

4 Μεγαλοκανονική Συλλογή - Ανοικτά Συστήµατα (T , V , µi )

5 Ισόθερµη - Ισοβαρής Συλλογή (T , V , Ni )

6 Κανονική Κατανοµή Πιθανοτήτων Boltzmann

7 Συνάρτηση Επιµερισµού

8 Ηλεκτρονιακή - ∆ονητική - Περιστροφική - Μεταφορική Ενέργεια Μορίων

9 Ο Νόµος της Ισοκατανοµής της Ενέργειας Μεταξύ των Βαθµών Ελευθερίας του Συστήµατος

10 Εσωτερική Ενέργεια για Ιδανικά µόρια

11 Θερµοχωρητικότητες Ιδανικών Αερίων

12 Εξαγωγή της Καταστατικής Εξίσωσης των Ιδανικών Αερίων µε τη Στατιστική Μηχανική
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ΠΕΙΡΑΜΑ Β8 : Θερµοχωρητικότητες Μετάλλων Θεωρία

Κβαντοµηχανική Συνάρτηση Επιµερισµού

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ
ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ - 1

Η Χαµιλτονιανή που περιγράφει όλα τα µόρια του συστήµατος συµβολίζεται µε Ĥ. Οι

ιδιοσυναρτήσεις (Ψν ) και οι ιδιοενέργειες του συστήµατος (Eν ) δίδονται από την

χρονοανεξάρτητη Εξίσωση του Schrödinger

ĤΨν = EνΨν , ν = 0, 1, 2, . . . , ν, . . . (1)

και µε συνθήκη κανονικοποίησης

< Ψκ|Ψν >= δκν , κ, ν = 0, 1, 2, . . . (2)

Η συνάρτηση δ του Kronecker ορίζεται ως

δκν = 1, κ = ν (3)

= 0, κ 6= ν. (4)

5 /24
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Κβαντοµηχανική Συνάρτηση Επιµερισµού

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ
ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ - 2

Ισχύει (ΑΠΟ∆ΕΙΞΤΕ ΤΟ)

eĤΨν = eEν Ψν (5)

και εποµένως

eEν = < Ψν |eĤ |Ψν > (6)

=

∫ ∞
−∞

Ψ∗ν(eĤΨν)dτ (7)
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Κβαντοµηχανική Συνάρτηση Επιµερισµού

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ
ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ - 3

Η ελεύθερη ενέργεια Helmholtz για µια κανονική συλλογή καταστάσεων είναι

βA = − ln Z

= − ln

(∑
ν

e−βEν

)

= − ln

(∑
ν

< Ψν |e−βĤ |Ψν >
)

= − ln

(
Tr
[
e−βĤ

]
κ,ν

)
(8)

κ, ν = 0, 1, 2, . . .

όπου β = 1/kBT .

Εποµένως η Συνάρτηση Επιµερισµού Z δίνεται από το ΙΧΝΟΣ του Χαµιλτονιανού εκθετικού πίνακα.
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Κβαντοµηχανική Συνάρτηση Επιµερισµού

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ
ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ - 4

Το Tr συµβολίζει το ίχνος του πίνακα
< Ψ1|e−βĤ |Ψ1 > < Ψ1|e−βĤ |Ψ2 > . . . < Ψ1|e−βĤ |Ψν > . . .

< Ψ2|e−βĤ |Ψ1 > < Ψ2|e−βĤ |Ψ2 > . . . < Ψ2|e−βĤ |Ψν > . . .
. . . . . . . . . . . . . . .

< Ψν |e−βĤ |Ψ1 > < Ψν |e−βĤ |Ψ2 > . . . < Ψν |e−βĤ |Ψν > . . .
. . . . . . . . . . . . . . .


(9)
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Κβαντοµηχανική Συνάρτηση Επιµερισµού

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ
ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ - 5

Η εύρεση των ιδιοτιµών και των ιδιοσυναρτήσεων ενός µοριακού Χαµιλτονιανού τελεστή και από

αυτές του τελεστή όλων των µορίων του συστήµατος είναι αρµοδιότητα της Κβαντικής Χηµείας.

Επίσης, οι ιδιοσυναρτήσεις Ψν πρέπει να έχουν την κατάλληλη συµµετρία µε την αντιµετάθεση

των θέσεων και των σπιν δύο οµοίων σωµατιδίων (parity).

Εάν P̂(i,j) είναι ο τελεστής της αντιµετάθεσης (ϑέσεων και σπιν) δύο οµοίων σωµατιδίων (i, j) και Î
είναι ο ταυτοτικός τελεστής, τότε ο τελεστης P̂(i,j) ικανοποιεί τις σχέσεις

[Ĥ, P̂(i,j)] = ĤP̂(i,j) − P̂(i,j)Ĥ = 0, (10)

και

P̂2
(i,j) = Î (11)

Συµπεραίνουµε ότι, οι ιδιοσυναρτήσεις Ψν του συστήµατος είναι ιδιοσυναρτήσεις και του τελεστή

P̂(i,j) µε ιδιοτιµές p

P̂2
(i,j)Ψν = ÎΨν

P̂(i,j)(P̂(i,j)Ψν) = P̂(i,j)(pΨν)

p2Ψν = Ψν (12)

∆ηλαδή

p2 = 1, p = ±1 (13)
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Κβαντοµηχανική Συνάρτηση Επιµερισµού

ΥΠΟΛΟΓΙΣΜΟΣ ΤΩΝ ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΩΝ ΕΠΙΜΕΡΙΣΜΟΥ ΣΤΗΝ
ΚΒΑΝΤΙΚΗ ΜΗΧΑΝΙΚΗ - 6

∆ηλαδή, οι ιδιοσυναρτήσεις Ψν

πρέπει να είναι είτε αντισυµµετρικές και αυτό συµβαίνει για σωµατίδια µε ολικό σπιν ηµιακέραιο

αριθµό (στατιστική Fermi-Dirac)

ή

να είναι συµµετρικές για σωµατίδια µε ακέραιο σπιν (στατιστική Bose-Einstein).

Στην πρώτη περίπτωση τα σωµατίδια ονοµάζονται φερµιόνια και στη δεύτερη µποζόνια.

Για όµοια ϕερµιόνια µία κβαντική κατάσταση µπορεί να καταλυφθεί µόνο από ένα σωµατίδιο. Για

µποζόνια όµως δεν υπάρχει περιορισµός στον αριθµό των σωµατιδίων που µπορούν να ϐρίσκονται

στην ίδια κβαντική κατάσταση.
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Κβαντοµηχανική Συνάρτηση Επιµερισµού

Ενέργεια των µοριακών ιδιοκαταστάσεων
Στην προσέγγιση N µη αλληλεπιδρώντων µορίων και µε ενέργεια κάθε µορίου στην κατάσταση j
που µπορεί να προσεγγισθεί ως το άθροισµα της µεταφορικής (T), περιστροφικής (R), δονητικής

(V) και ηλεκτρονιακής (E) ενέργειας του µορίου (προσέγγιση Born-Oppenheimer)

εj = εT
j + εR

j + εV
j + εE

j , (14)

η ολική ενέργεια του συστήµατος των 1, 2, . . . , N µορίων στην κατάσταση j είναι τότε

Ej = εj (1) + εj (2) + · · · + εj (N). (15)
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Μοριακές Συναρτήσεις Επιµερισµού για Στατιστική Boltzmann

Συναρτήσεις Επιµερισµού N µορίων
΄Οταν η θερµοκρασία είναι υψηλή τότε µπορούµε να υποθέσουµε ότι τα µόρια ακολουθούν τη
στατιστική Boltzmann.

Από το σηµείο αυτό ϑα ακολουθήσουµε το συµβολισµό του Atkins και η Συνάρτηση Επιµερισµού

για N µόρια γράφεται ως Q
Q = qN , (16)

όπου q είναι η Συνάρτηση Επιµερισµού για ένα µόριο. Ο παραπάνω τύπος ισχύει όταν το σύστηµα

αποτελείται από N διακριτά µόρια. ΄Οταν όµως έχουµε N όµοια µόρια (µη διακριτά) τότε η

Συνάρτηση Επιµερισµού για όλο το σύστηµα γράφεται

Q =
qN

N!
(17)
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Μοριακές Συναρτήσεις Επιµερισµού για Στατιστική Boltzmann

Η Μοριακή Συνάρτηση Επιµερισµού
Συγκεντρωνόµαστε τώρα στον υπολογισµό της συνάρτησης επιµερισµού για ένα µόριο

q =
∑

j

e−βεj =
∑

j

e−β(εT
j +εR

j +εV
j +εE

j )

=

(∑
k

e−βε
T
k

)(∑
l

e−βε
R
l

)(∑
m

e−βε
V
m

)(∑
n

e−βε
E
n

)

= qT qR qV qE
(18)
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Μοριακές Συναρτήσεις Επιµερισµού για Στατιστική Boltzmann

Μεταφορική Κίνηση του Μορίου
Η σχέση αυτή αποδείχθηκε στο όριο της κλασικής µηχανικής στο προήγουµενο µάθηµα και

αποδεικνύεται επίσης στον Atkins (21.2(γ)) χρησιµοποιώντας το κβαντικό µοντέλο του σωµατιδίου

σε απειρόβαθο κουτί.

qT =
V

Λ3
(19)

όπου V ο όγκος του συστήµατος και Λ το θερµικό µήκος κύµατος

Λ = h

(
β

2πm

)1/2

=
h

(2πmkBT)1/2
, (20)

m η µάζα του µορίου, h η σταθερά Planck, kB η σταθερά Boltzmann και T η ϑερµοκρασία.

∆ΕΙΞΤΕ ότι όντως το Λ έχει διαστάσεις µήκους.
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Μοριακές Συναρτήσεις Επιµερισµού για Στατιστική Boltzmann

Περιστροφική Κίνηση του Μορίου
Εδώ πρέπει να γνωρίζετε τη λύση της εξίσωσης του Schrödinger για ένα περιστροφόµενο µόριο

Atkins (18.4).

qR =
∑

j

(2J + 1)e−βhcBJ(J+1), (21)

όπου J ο κβαντικός αριθµός στροφορµής ενός µη-συµµετρικού γραµµικού στροφέα,

B = ~/(4πcI) η σταθερά περιστροφής και c η ταχύτητα του ϕωτός, ~ η σταθερά του Planck

(~ = h/2π), I η ϱοπή αδρανείας ως προς τον άξονα περιστροφής.

Για ένα µη-γραµµικό µόριο η συνάρτηση επιµερισµού γράφεται

qR =
1

σ

(
kBT

hc

)3/2 ( π

ABC

)1/2

, (22)

σ περιγράφει τη συµµετρία του µορίου, και (A, B, C) είναι οι τρεις διαφορετικές περιστροφικές

σταθερές του µορίου.
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Μοριακές Συναρτήσεις Επιµερισµού για Στατιστική Boltzmann

∆ονητική Κίνηση του Μορίου. Τα µόρια στις δονητικές τους καταστάσεις
συµπεριφέρονται ως µποζόνια-1

Μόριο µε M−άτοµα έχει 3M − 6 κανονικούς τρόπους δόνησης. Εποµένως, η δονητική

ενέργεια του µορίου είναι

εV
j =

3M−6∑
i=1

(
vi (j) +

1

2

)
hcν̃i , (23)

και η συνάρτηση επιµερισµού γράφεται

qV =
∑

j

e−βε
V
j =

∑
j

e−β
∑3M−6

i=1 (vi (j)+ 1
2 )hcν̃i =

3M−6∏
i=1

qV
i , (24)

όπου

qV
i =

∞∑
v=0

e−β(vi (j)+ 1
2 )hcν̃i . (25)

ν̃i είναι η σταθερή συχνότητα δόνησης του αρµονικού ταλαντωτή µετρούµενη σε κυµατάριθµους
(cm−1).
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Μοριακές Συναρτήσεις Επιµερισµού για Στατιστική Boltzmann

∆ονητική Κίνηση του Μορίου. Τα µόρια στις δονητικές τους καταστάσεις
συµπεριφέρονται ως µποζόνια-2

Συνήθως µετράµε την ενέργεια από το χαµηλότερο δονητικό επίπεδο (ε0 = 1
2 hcν̃) και

εποµένως µπορούµε να ϑεωρήσουµε ότι

qV
i =

∞∑
vi =0

e−βvi hcν̃i =
1

1− e−βhcν̃i
. (26)

Η Εξίσωση 26 αποδεικνύεται εφαρµόζοντας τον τύπο άθροισης µιας γεωµετρικής προόδου µε

όρους (x)vi = (e−βhcν̃i )vi . ∆ηλαδή,

qV
i = 1 + x + x2 + x3 + · · · + · · · =

1

1− x
. (27)

Στη στατιστική Bose-Einstein η ελεύθερη ενέργεια για τις δονήσεις ισούται

βAV = − ln qV = −
M∑

i=1

ln

(
1

1− e−βhcν̃i

)
=

M∑
i=1

ln(1− e−βhcν̃i ) (28)
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Μοριακές Συναρτήσεις Επιµερισµού για Στατιστική Boltzmann

∆ονητική Κίνηση του Μορίου. Τα µόρια στις δονητικές τους καταστάσεις
συµπεριφέρονται ως µποζόνια-3

Εάν συµπεριλάβουµε και τη ϑεµελιώδη δονητική κατάσταση η συνάρτηση επιµερισµού γράφεται

πιο κοµψά ως

qV
i =

∞∑
vi =0

e−β(vi +1/2)hcν̃i =
e−βhcν̃i/2

1− e−βhcν̃i
=

1

eβhcν̃i/2 − e−βhcν̃i/2
. (29)

ή

qV
i =

1

2 sinh(βhcν̃i/2)
=

1

2 sinh
(

~ωi
2kBT

) (30)
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Ηλεκτρονιακές καταστάσεις του µορίου

qE =
∑

l

gl e−βε
E
l , (31)

όπου gj ο αριθµός εκφυλισµού της ηλεκτρονιακής κατάστασης j µε ενέργεια εE
j .

Συνήθως, οι χηµικές αντιδράσεις γίνονται σε θερµοκρασίες στις οποίες τα µόρια βρίσκονται
στη θεµελιώδη ηλεκτρονιακή κατάσταση µε εκφυλισµό gj = 1. ΄Αρα, qE = 1 εάν υποθέσουµε
εE

0 = 0.
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Τα ηλεκτρόνια ϑεωρούµενα ως ιδανικό αέριο συµπεριφέρονται ως
φερµιόνια.

Κάθε ϕερµιόνιο µπορεί να ϐρίσκεται µόνο σε µία κατάσταση. Εποµένως, κάθε κατάσταση i µπορεί

να είναι ή να µην είναι κατειληµµένη (ni = 0, 1) και η συνάρτηση επιµερισµού υπολογίζεται από

qe
i =

1∑
ni =0

e−βniεi = 1 + e−βεi (32)

Για ένα σύνολο M καταστάσεων έχουµε

qe =
M∏

i=1

qe
i . (33)

Για παράδειγµα στη στατιστική Fermi-Dirac η ελεύθερη ενέργεια δίνεται από τον τύπο

βA = − ln qe = −
M∑

i=1

ln(1 + e−βεi ). (34)

Εάν τα ϕερµιόνια συµπεριφέρονται ως αρµονικοί ταλαντωτές µε ιδιοσυχνότητες±ωi/2, τότε η

συνάρτηση επιµερισµού γράφεται

qe
i = eβωi~/2 + e−βωi~/2 = 2 cosh(βωi~/2) (35)
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Θεωρία Einstein για κρυστάλλους

Κάθε κρύσταλλος ϑεωρείται ως ένα γιγαντιαίο µόριο µε ένα σύνολο από επιτρεπτές

κβαντοµηχανικές καταστάσεις που έχουν ενέργειες Ej . Η περιγραφή αυτή ισχύει τόσο για µέταλλα

όσο και για οµοιοπολικούς και ιοντικούς κρυστάλλους. ΄Ολες η ϑερµοδυναµικές ιδιότητες ενός

κρυστάλλου µπορούν να προκύψουν από τη δονητική συνάρτηση επιµερισµού :

qC =

3M−6∏
i=1

qC
i =

3M−6∏
i=1

(∞∑
v=0

e
−

(v+ 1
2 )hνi

kB T

)
=

3M−6∏
i=1

 e
− hνi

2kB T

1− e
− hνi

kB T

 (36)

Θεωρώντας όλες τις συχνότητες των φωνονίων ίσες µε νi = νE και αγνοώντας τον παράγοντα 6

ο λογάριθµος της συνάρτησης επιµερισµού γράφεται ως

ln qC = −
3MhνE

2kBT
− 3M ln

(
1− e

− hνE
kB T

)
(37)

ή

ln qC = −
3MΘE

2T
− 3M ln

(
1− e−

ΘE
T

)
(38)

ΘE =
hνE

kB
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Υπολογισµός Εσωτερικής Ενέργειας και Θερµοχωρητικότητας
ΕΣΩΤΕΡΙΚΗ ΕΝΕΡΓΕΙΑ ΚΡΥΣΤΑΛΛΟΥ

UC = kBT 2
(
∂ ln qC

∂T

)
V,N

=
3

2
kBMΘE +

3kBMΘE

e
ΘE
T − 1

(39)

ΘΕΡΜΟΧΩΡΗΤΙΚΟΤΗΤΑ ΚΡΥΣΤΑΛΛΟΥ

CV =

(
∂UC

∂T

)
V,N

= 3MkB

(
ΘE

T

)2 e
ΘE
T(

e
ΘE
T − 1

)2 (40)

Για υψηλές ϑερµοκρασίες µπορούµε να προσεγγίσουµε τη ϑερµοχωρητικότητα ως

CV = 3MkB

(
ΘE

T

)2 1 + ΘE
T + . . .(

1 + ΘE
T + · · · − 1

)2 ≈ 3MkB (41)

∆ηλαδή, ισχύει ο νόµος της ισοκατανοµής για τη δονητική ενέργεια όπως δίνεται για σύστηµα

αποτελούµενο από 3M αρµονικούς ταλαντωτές.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΕΙΣ

1 Σε χαµηλές ϑερµοκρασίες η CV γίνεται ανάλογη προς e−
ΘE
T /T 2, και για T → 0 ο εκθετικός

παράγοντας υπερτερεί και έτσι CV → 0 σε συµφωνία µε τα πειραµατικά δεδοµένα.

2 Για ενδιάµεσες ϑερµοκρασίες η συνάρτηση αυξάνει όσο αυξάνεται η T πλησιάζοντας το

όριο του νόµου της ισοκατανοµής, 3MkB .

3 Στη ϑεωρία Debye και σε χαµηλές ϑερµοκρασίες ϐρίσκουµε

CV =
12

5
MkBπ

4
(

T

ΘD

)3

≈ T 3
(42)

(http://en.wikipedia.org/wiki/Debye_model)
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ΕΡΩΤΗΣΕΙΣ

1 Μελετείστε προσεκτικά τα δύο κεφάλαια του Atkins για τη µοριακή στατιστική µηχανική

P. W. Atkins, ¨Φυσικοχηµεία¨, Τόµος ΙΙ, Κεφάλαια 21 και 22, Πανεπιστηµιακές Εκδόσεις Κρήτης

2 Εξηγείστε τη συµµετρία της οµοτιµίας (parity) των ιδιοκαταστάσεων ενός κβαντικού

συστήµατος.

3 Τι ονοµάζουµε Μποζόνια και τι Φερµιόνια.

4 Εξηγείστε τι συµβαίνει στη δονητική συνάρτηση επιµερισµού όταν η ϑερµοκρασία τείνει στο

µηδέν και στο άπειρο.

5 Υπολογίστε τη συνάρτηση επιµερισµού για τα δύο πρώτα κβαντικά επίπεδα του αρµονικού

ταλαντωτή και ϐρείτε τη συµπεριφορά της σε ϑερµοκρασία µηδέν και άπειρο.
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