
ΜΑΘΗΜΑ-3

ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

~a • ~b = axbx + ayby + azbz (1)

Βρείτε ποιο εσωτερικό γινόµενο µεταξύ των παρακάτω

διανυσµάτων είναι µηδέν.

~a = 3 ~i + 2 ~j − 7 ~k

~b = 5 ~i + 6 ~j − 5 ~k

~c = 2 ~i + 4 ~j + 2 ~k

(2)



ΜΑΘΗΜΑ-3

Παράγωγοι Τροχιών

~r(t) = x(t) ~i + y(t) ~j + z(t) ~k

~v(t) = dx(t)
dt

~i + dy(t)
dt

~j + dz(t)
dt

~k

= ẋ(t) ~i + ẏ(t) ~j + ż(t) ~k

~a(t) = d2x(t)
dt2

~i + d2y(t)
dt2

~j + d2z(t)
dt2

~k

=
..
x (t) ~i +

..
y (t) ~j +

..
z (t) ~k

(3)



Παραδείγµατα µε Εξισώσεις Τροχιών

Παράγωγοι Τροχιάς - Ι

~r(t) = t2 ~i + t ~j + t4 ~k

~v(t) = 2t ~i + ~j + 4t3 ~k

~a(t) = 2 ~i + 0 ~j + 12t2 ~k

(4)



Παραδείγµατα µε Εξισώσεις Τροχιών

Παράγωγοι Τροχιάς - ΙΙ

~r(t) = sin(t) ~i + cos(t) ~j + tan(t) ~k

~v(t) = cos(t) ~i − sin(t) ~j + 1
cos2(t)

~k

~a(t) = −sin(t) ~i − cos(t) ~j + 2 tan(t)
cos2(t)

~k
(5)



Παραδείγµατα µε Εξισώσεις Τροχιών

Παράγωγοι Τροχιάς - ΙΙΙ

~r(t) = et ~i + et2 ~j + log(t) ~k

~v(t) = et ~i + 2tet2 ~j + 1
t

~k

~a(t) = et ~i + 2(1 + 2t2)tet2 ~j − 1
t2

~k
(6)



Ολοκληρώσεις Τροχιών

~a(t) = ax(t) ~i + ay(t) ~j + az(t) ~k

~v(t) =
∫

ax(t)dt ~i +
∫

ay(t)dt ~j +
∫

az(t)dt ~k

= vx(t) ~i + vy(t) ~j + vz(t) ~k

~r(t) =
∫

vx(t)dt ~i +
∫

vy(t)dt ~j +
∫

vz(t)dt ~k

= x(t) ~i + y(t) ~j + z(t) ~k
(7)



Παραδείγµατα µε Εξισώσεις Τροχιών

Ολοκληρώµατα Τροχιάς - Ι

~a(t) = 2 ~i + 0 ~j + 12t2 ~k

~v(t) = 2t ~i + c ~j + 4t3 ~k

~r(t) = t2 ~i + ct ~j + t4 ~k

(8)



ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ σε n - ∆ΙΑΣΤΑΣΕΙΣ

ΕΣΩΤΕΡΙΚΟ ΓΙΝΟΜΕΝΟ ∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΩΝ

~r1 = (x1, x2, x3, . . . , xn−1, xn)

~r2 = (y1, y2, y3, . . . , yn−1, yn)

~r1 • ~r2 = (x1y1 + x2y2 + x3y3 + · · · + xn−1yn−1 + xnyn)
(9)



ΓΕΝΙΚΕΥΣΗ σε n - ∆ΙΑΣΤΑΣΕΙΣ

Παράγωγοι Τροχιών

~r(t) = (x1(t), x2(t), x3(t), . . . , xn−1(t), xn(t))

~v(t) =
(

dx1(t)
dt

, dx2(t)
dt

, . . . ,
dxn−1(t)

dt
, dxn(t)

dt

)
= (v1(t), v2(t), v3(t), . . . , vn−1(t), vn(t))

~a(t) =
(

d2x1(t)
dt2 , d2x2(t)

dt2 , d2x3(t)
dt2 , . . . ,

d2xn−1(t)
dt2 , d2xn(t)

dt2

)
= (a1(t), a2(t), a3(t), . . . , an−1(t), an(t))

(10)


