
Κεφάλαιο M6 
Κυκλική κίνηση και 

άλλες εφαρµογές των νόµων του Νεύτωνα 



Κυκλική κίνηση 

Αναπτύξαµε δύο µοντέλα ανάλυσης στα οποία χρησιµοποιούνται οι νόµοι της 
κίνησης του Νεύτωνα. 

Εφαρµόσαµε τα µοντέλα αυτά στη µεταφορική κίνηση. 

Οι νόµοι του Νεύτωνα µπορούν να εφαρµοστούν και σε άλλες περιπτώσεις:  

§  σε σώµατα τα οποία ακολουθούν κυκλικές τροχιές 

§  στην κίνηση την οποία παρατηρούµε από ένα επιταχυνόµενο σύστηµα 
αναφοράς 

§  στην κίνηση ενός σώµατος µέσα σε ένα ιξώδες µέσο 

Θα παρουσιάσουµε πολλά παραδείγµατα για να δείξουµε την εφαρµογή των 
νόµων του Νεύτωνα σε µια ποικιλία νέων περιπτώσεων. 

Εισαγωγή 



Οµαλή κυκλική κίνηση – Επιτάχυνση 

Ένα σωµατίδιο κινείται µε ταχύτητα σταθερού µέτρου σε κυκλική τροχιά ακτίνας r 
και επιταχύνει. 

Το µέτρο της επιτάχυνσης δίνεται από τη σχέση  

 

 

§  Η κεντροµόλος επιτάχυνση        έχει κατεύθυνση προς το κέντρο του κύκλου 

Η κεντροµόλος επιτάχυνση είναι πάντα κάθετη προς την ταχύτητα. 
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Ενότητα Μ6.1 



Οµαλή κυκλική κίνηση – Δύναµη 

Η κεντροµόλος επιτάχυνση συνδέεται 
µε µια δύναµη    . 

Η δύναµη αυτή έχει επίσης ακτινική 
διεύθυνση µε φορά προς το κέντρο 
του κύκλου. 

Η εφαρµογή του δεύτερου νόµου του 
Νεύτωνα στην ακτινική διεύθυνση δίνει 
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Οµαλή κυκλική κίνηση (συνέχεια) 

Η δύναµη η οποία προκαλεί την 
κεντροµόλο επιτάχυνση ασκείται 
ακτινικά προς το κέντρο του κύκλου. 

Μεταβάλλει την κατεύθυνση του 
διανύσµατος της ταχύτητας. 

Αν η δύναµη αυτή εξαφανιστεί, το σώµα 
θα αρχίσει να κινείται ευθύγραµµα κατά 
µήκος  της εφαπτοµένης στον κύκλο. 

§  Δείτε τα διάφορα σηµεία στα οποία 
µπορεί να συµβεί αυτό στη 
Δυναµική Εικόνα. 

Ενότητα Μ6.1 



Κωνικό εκκρεµές 

Το σώµα βρίσκεται σε ισορροπία στην 
κατακόρυφη διεύθυνση. 

Εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση στην 
οριζόντια διεύθυνση. 

§  ∑Fy = 0 → T cos θ = mg 

§  ∑Fx = T sin θ = mαc 

Το µέτρο της ταχύτητας v είναι 
ανεξάρτητο από τη µάζα m. 

 sin tanv Lg θ θ=

Ενότητα Μ6.1 



Κίνηση σε οριζόντιο κύκλο 

Το µέτρο της ταχύτητας µε την οποία κινείται το σώµα εξαρτάται από τη µάζα του 
σώµατος και την τάση του νήµατος. 

Η φυγόκεντρος δύναµη δίνεται από την τάση. 

 

 

Το µέγιστο µέτρο ταχύτητας αντιστοιχεί στη µέγιστη τάση την οποία µπορεί να 
αντέξει το νήµα. 
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Οριζόντια (επίπεδη) καµπή 

Μοντελοποιήστε το αυτοκίνητο στο 
οριζόντιο επίπεδο ως σωµατίδιο που 
κινείται µε οµαλή κυκλική κίνηση. 

Μοντελοποιήστε το αυτοκίνητο στην 
κατακόρυφη διεύθυνση ως σωµατίδιο 
σε ισορροπία. 

Η φυγόκεντρος δύναµη παρέχεται από 
τη δύναµη της στατικής τριβής. 

Το µέγιστο µέτρο της ταχύτητας µε την 
οποία µπορεί να στρίψει το αυτοκίνητο 
είναι: 

 
§  Προσέξτε ότι αυτό δεν εξαρτάται από τη 

µάζα του αυτοκινήτου 
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Καµπή µε κλίση 
Σε αυτή την περίπτωση, η καµπή µε 
κλίση σχεδιάζεται έτσι ώστε η τριβή να 
είναι µηδενική. 

Μοντελοποιήστε το αυτοκίνητο στην 
κατακόρυφη διεύθυνση ως σωµατίδιο 
σε ισορροπία. 

Μοντελοποιήστε το αυτοκίνητο στην 
οριζόντια διεύθυνση ως σωµατίδιο  
που εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση. 

Μία συνιστώσα της κάθετης δύναµης 
είναι η φυγόκεντρος δύναµη. 

Η γωνία κλίσης βρίσκεται από τη σχέση 
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Καµπή µε κλίση (2) 

Η γωνία κλίσης είναι ανεξάρτητη από τη µάζα του οχήµατος. 

Αν το αυτοκίνητο κινείται στην καµπή µε ταχύτητα µικρότερη από την 
προβλεπόµενη, θα χρειαστεί τριβή για να µην ολισθήσει προς το εσωτερικό  
της καµπής. 

Αν το αυτοκίνητο κινείται στην καµπή µε ταχύτητα µεγαλύτερη από την 
προβλεπόµενη, θα χρειαστεί τριβή για να µην ολισθήσει προς το εξωτερικό  
της καµπής. 
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Ο τροχός του λούνα παρκ 

Στο ψηλότερο και στο χαµηλότερο 
σηµείο της τροχιάς, η κάθετη δύναµη 
και η βαρυτική δύναµη που δρουν στο 
παιδί έχουν αντίθετες κατευθύνσεις. 

Μπορείτε να κατηγοριοποιήσετε το 
πρόβληµα ως πρόβληµα ενός 
σωµατιδίου που εκτελεί οµαλή κυκλική 
κίνηση, στο οποίο ασκείται και η 
βαρυτική δύναµη. 

§  Το παιδί είναι το σωµατίδιο. 
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Ο τροχός του λούνα παρκ (συνέχεια) 

Στο χαµηλότερο σηµείο της τροχιάς, η 
δύναµη που ασκείται στο παιδί 
κατακόρυφα προς τα πάνω (η κάθετη 
δύναµη) είναι µεγαλύτερη από το βάρος 
του. 
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Ο τροχός του λούνα παρκ (τελική διαφάνεια) 

Στο ψηλότερο σηµείο του κύκλου, η 
δύναµη που ασκείται στο παιδί είναι 
µικρότερη από το βάρος του. 
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Μη οµαλή κυκλική κίνηση 

Η επιτάχυνση και η δύναµη έχουν 
εφαπτοµενικές συνιστώσες. 

 Η      προκαλεί την κεντροµόλο 
επιτάχυνση. 

 Η      προκαλεί την εφαπτοµενική 
επιτάχυνση. 

Η συνισταµένη δύναµη είναι 
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Ταχύτητα µεταβαλλόµενου µέτρου σε κατακόρυφη κυκλική τροχιά 

Η βαρύτητα ασκεί µια εφαπτοµενική 
δύναµη στο σώµα. 

§  Μελετήστε τις συνιστώσες της Fg 

Μοντελοποιήστε τη σφαίρα ως 
σωµατίδιο υπό την επίδραση 
συνισταµένης δύναµης, το οποίο 
κινείται σε κυκλική τροχιά. 

§  Το σώµα δεν εκτελεί οµαλή  
κυκλική κίνηση. 

Η τάση σε οποιοδήποτε σηµείο δίνεται 
από τη σχέση. 
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Ψηλότερο και χαµηλότερο σηµείο της κυκλικής τροχιάς 

Η τάση στο χαµηλότερο σηµείο είναι µέγιστη. 

  

 

Η τάση στο ψηλότερο σηµείο είναι ελάχιστη. 

 

 

Αν ισχύει Tπάνω = 0, τότε 
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Κίνηση σε επιταχυνόµενα συστήµατα αναφοράς 

Οι πλασµατικές δυνάµεις εµφανίζονται σε επιταχυνόµενα συστήµατα 
αναφοράς. 

§  Οι πλασµατικές δυνάµεις παρατηρούνται σε επιταχυνόµενα συστήµατα 
αναφοράς. 

§  Οι πλασµατικές δυνάµεις φαίνονται να δρουν στα σώµατα όπως οι 
πραγµατικές δυνάµεις, αλλά στην περίπτωση των πλασµατικών δυνάµεων 
δεν µπορούµε να προσδιορίσουµε το δεύτερο σώµα. 
§  Μην ξεχνάτε ότι οι πραγµατικές δυνάµεις είναι πάντα αλληλεπιδράσεις µεταξύ δύο 
σωµάτων. 

§  Οι απλές πλασµατικές δυνάµεις φαίνονται να δρουν µε κατεύθυνση αντίθετη 
από αυτή της επιτάχυνσης του µη αδρανειακού συστήµατος αναφοράς. 
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«Φυγόκεντρος» δύναµη 

Στο σύστηµα αναφοράς της συνοδηγού (β), µια 
δύναµη φαίνεται να τη σπρώχνει προς την πόρτα. 
Στο σύστηµα αναφοράς της Γης, το αυτοκίνητο 
ασκεί µια δύναµη στη συνοδηγό µε κατεύθυνση 
προς τα αριστερά. 
Η ακτινική δύναµη µε φορά προς τα έξω 
ονοµάζεται συχνά φυγόκεντρος δύναµη. 

§  Είναι µια πλασµατική δύναµη, η οποία 
οφείλεται στην κεντροµόλο επιτάχυνση που 
συνδέεται µε τη µεταβολή της κατεύθυνσης 
του αυτοκινήτου. 

Στην πραγµατικότητα, η δύναµη που επιτρέπει στη 
συνοδηγό να κινείται µαζί µε το αυτοκίνητο είναι η 
δύναµη της τριβής. 

§  Αν η πλασµατική δύναµη δεν είναι αρκετά 
µεγάλη, η συνοδηγός ακολουθεί την αρχική 
της τροχιά σύµφωνα µε τον πρώτο νόµο του 
Νεύτωνα. 
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«Δύναµη Coriolis» 

Πρόκειται για µια πλασµατική δύναµη που προκαλείται από τη µεταβολή της 
ακτινικής θέσης ενός σώµατος σε ένα περιστρεφόµενο σύστηµα συντεταγµένων. 
Το αποτέλεσµα της περιστροφής είναι η µπάλα του παραδείγµατος να 
ακολουθήσει καµπύλη τροχιά σύµφωνα µε τον παρατηρητή στο καρουσέλ. 
Από την οπτική γωνία του παρατηρητή στο καρουσέλ, για την καµπύλη τροχιά  
της µπάλας ευθύνεται µια πλάγια δύναµη. 
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Πλασµατικές δυνάµεις – Παραδείγµατα 

Οι πλασµατικές δυνάµεις δεν είναι πραγµατικές, αλλά έχουν πραγµατικές 
επιπτώσεις. 
Παραδείγµατα: 

§  Τα αντικείµενα που βρίσκονται στο ταµπλό του αυτοκινήτου σας γλιστράνε 
και πέφτουν. 

§  Καθώς περιστρέφεστε πάνω σε ένα καρουσέλ, νιώθετε να σας σπρώχνουν 
προς τα έξω. 

§  Η δύναµη Coriolis ευθύνεται για την περιστροφική κίνηση µετεωρολογικών 
συστηµάτων, όπως οι τυφώνες, καθώς και για τα ρεύµατα των ωκεανών. 
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Πλασµατικές δυνάµεις σε γραµµικά συστήµατα 
Ο αδρανειακός παρατηρητής µοντελοποιεί 
τη σφαίρα ως σωµατίδιο υπό την επίδραση 
συνισταµένης δύναµης στην οριζόντια 
διεύθυνση και ως σωµατίδιο σε ισορροπία 
στην κατακόρυφη διεύθυνση. 
Ο µη αδρανειακός παρατηρητής 
µοντελοποιεί τη σφαίρα ως σωµατίδιο σε 
ισορροπία και στις δύο διευθύνσεις. 
Ο αδρανειακός παρατηρητής (α), που είναι 
ακίνητος, βλέπει 
 
 

Ο µη αδρανειακός παρατηρητής (β) βλέπει 
 

 

Οι δυνάµεις είναι ισοδύναµες αν ισχύει 
Fπλασµατική = mα 

 

 

= =

= − =

∑
∑

sin
cos 0

x

y

F T mα
F T mg

θ

θ

= − =

= − =

∑
∑

' sin
' cos 0
x

y

F T F mα
F T mg

θ

θ

πλασματική

Ενότητα Μ6.3 



Κίνηση υπό την παρουσία δυνάµεων αντίστασης 

Ένα σώµα µπορεί να κινείται µέσα σε κάποιο µέσο. 
§  Το µέσο µπορεί να είναι είτε υγρό είτε αέριο. 

Το µέσο ασκεί µια δύναµη αντίστασης     , η οποία αντιστέκεται στην κίνηση του 
σώµατος µέσα σε αυτό. 

Το µέτρο της      εξαρτάται από το µέσο. 

Η κατεύθυνση της      είναι αντίθετη από την κατεύθυνση της κίνησης του 
σώµατος σε σχέση µε το µέσο. 

§  Αυτή η κατεύθυνση µπορεί να είναι ή να µην είναι αντίθετη από την 
κατεύθυνση της ταχύτητας του σώµατος σύµφωνα µε τον παρατηρητή. 

Η       σχεδόν πάντα αυξάνεται όταν αυξάνεται η ταχύτητα. 

r
R

r
R r

R

r
R

Ενότητα Μ6.4 



Κίνηση υπό την παρουσία δυνάµεων αντίστασης (συνέχεια) 

Η εξάρτηση του µέτρου της       από το µέτρο της ταχύτητας µπορεί να είναι 
σύνθετη. 

Θα µελετήσουµε µόνο δύο περιπτώσεις: 

§  Η      είναι ανάλογη προς το µέτρο της ταχύτητας (v). 
§  Η προσέγγιση ισχύει για σώµατα που κινούνται αργά ή για µικρά σώµατα. 

§  Η      είναι ανάλογη προς το τετράγωνο του µέτρου της ταχύτητας (v2). 

§  Η προσέγγιση ισχύει για µεγάλα σώµατα. 
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Δύναµη αντίστασης ανάλογη προς το µέτρο της ταχύτητας 

Η δύναµη αντίστασης µπορεί να εκφραστεί ως 

Η σταθερά b εξαρτάται από τις ιδιότητες του µέσου, καθώς και από το σχήµα και 
τις διαστάσεις του σώµατος. 

Το αρνητικό πρόσηµο υποδεικνύει ότι η        έχει αντίθετη κατεύθυνση από την 
ταχύτητα     . 
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Δύναµη αντίστασης ανάλογη προς το µέτρο της ταχύτητας – Παράδειγµα 

Θεωρήστε µια µικρή σφαίρα µάζας m 
την οποία αφήνουµε από κατάσταση 
ηρεµίας µέσα σε ένα υγρό. 

Στη σφαίρα ασκούνται οι εξής δυνάµεις: 

§  Η δύναµη αντίστασης 

§  Η βαρυτική δύναµη 

Η ανάλυση της κίνησης δίνει 

 − = =
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Δύναµη αντίστασης ανάλογη προς το µέτρο της ταχύτητας – Παράδειγµα 
(συνέχεια) 
Αρχικά, ισχύει v = 0 και dv/dt = g. 

Καθώς ο χρόνος t αυξάνεται, η δύναµη 
R αυξάνεται και η επιτάχυνση α 
µειώνεται. 
Η επιτάχυνση τείνει στο 0 όταν  
R → mg. 

Σε αυτό το σηµείο, το µέτρο της 
ταχύτητας v τείνει στην οριακή 
ταχύτητα του σώµατος.	





Οριακή ταχύτητα 

Για να υπολογίσουµε την οριακή 
ταχύτητα, θέτουµε α = 0 
 

 

Λύνοντας τη διαφορική εξίσωση 
παίρνουµε 

	



	



Το τ  είναι η χρονική σταθερά: 

 τ = m/b	
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Δύναµη αντίστασης ανάλογη προς το τετράγωνο του µέτρου της ταχύτητας (v2) 

Για σώµατα που κινούνται γρήγορα µέσα στην ατµόσφαιρα, η δύναµη αντίστασης 
είναι ανάλογη προς το τετράγωνο του µέτρου της ταχύτητάς τους. 

R = ½ DrAv2 

§  To D είναι ένα αδιάστατο εµπειρικό µέγεθος το οποίο ονοµάζεται 
συντελεστής οπισθέλκουσας.   

§  Το r είναι η πυκνότητα του αέρα. 

§  Το A είναι το εµβαδόν διατοµής του σώµατος. 

§  Το v είναι το µέτρο της ταχύτητας του σώµατος. 
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Δύναµη αντίστασης ανάλογη προς το v 2 – Παράδειγµα 

Ας αναλύσουµε την κίνηση ενός 
σώµατος που πέφτει και δέχεται  
από τον αέρα µια δύναµη αντίστασης. 
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Δύναµη αντίστασης ανάλογη προς το v 2 – Οριακή ταχύτητα 

Η οριακή ταχύτητα προκύπτει όταν η 
επιτάχυνση είναι µηδενική. 

Η επίλυση της προηγούµενης εξίσωσης 
δίνει 
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Μερικές οριακές ταχύτητες 

Ενότητα Μ6.4 



Παράδειγµα: Σερφάρισµα στον αέρα 

Ο αλεξιπτωτιστής πηδάει από το 
αεροπλάνο. 

§  Η αρχική ταχύτητα είναι µηδενική. 

§  Η βαρύτητα τον αναγκάζει να 
επιταχύνει προς το έδαφος. 

§  Το µέτρο της κατακόρυφης καθοδικής 
ταχύτητάς του αυξάνεται, αλλά το ίδιο 
ισχύει για την κατακόρυφη ανοδική 
δύναµη που ασκείται σε αυτόν. 

Τελικά, η καθοδική δύναµη της 
βαρύτητας εξισώνεται µε την ανοδική 
δύναµη αντίστασης. 

§  Κινείται µε την οριακή ταχύτητά του. 

Ενότητα Μ6.4 



Σερφάρισµα στον αέρα (συνέχεια) 

Ο αλεξιπτωτιστής ανοίγει το αλεξίπτωτό του. 

§  Κάποια χρονική στιγµή, αφότου ο αλεξιπτωτιστής έχει φτάσει στην οριακή 
του ταχύτητα, ανοίγει το αλεξίπτωτό του. 

§  Αυτό αυξάνει δραστικά την ανοδική δύναµη αντίστασης. 

§  Η συνισταµένη δύναµη, και άρα η επιτάχυνση, έχει τώρα κατεύθυνση 
κατακόρυφη προς τα πάνω. 
§  Η ταχύτητα καθόδου µειώνεται. 

§  Τελικά, ο αλεξιπτωτιστής φτάνει σε µια νέα, µικρότερη οριακή ταχύτητα. 

Ενότητα Μ6.4 



Παράδειγµα: Φίλτρα καφέ 

Ρίχνετε µια σειρά από ανοιχτά χάρτινα φίλτρα του καφέ και µετράτε τις οριακές 
ταχύτητές τους. 

Η χρονική σταθερά είναι µικρή. 

§  Τα φίλτρα αποκτούν γρήγορα την οριακή τους ταχύτητα. 

Παράµετροι: 

§  Mφίλτρου καφέ = 1.64 g 

§  Τα φίλτρα στοιβάζονται έτσι ώστε το εµβαδόν της µετωπικής τους επιφάνειας 
να µην αυξάνεται. 

Μοντέλο  

§  Μπορείτε να µοντελοποιήσετε κάθε φίλτρο ως σωµατίδιο σε ισορροπία. 

Ενότητα Μ6.4 



Φίλτρα καφέ (συνέχεια) 

Τα δεδοµένα που προέκυψαν από το 
πείραµα: 

Όταν το φίλτρο φτάσει στην οριακή 
ταχύτητά του, η ανοδική δύναµη 
αντίστασης εξισορροπεί την καθοδική 
βαρυτική δύναµη. 

R = mg 

Ενότητα Μ6.4 



Φίλτρα καφέ – Γραφική ανάλυση 

Στο γράφηµα της δύναµης αντίστασης και της οριακής ταχύτητας, η καµπύλη 
βέλτιστης προσαρµογής δεν είναι ευθεία. 

Η δύναµη αντίστασης δεν είναι ανάλογη προς το µέτρο της ταχύτητας του 
σώµατος. 

Ενότητα Μ6.4 



Στο γράφηµα της δύναµης αντίστασης και του τετραγώνου της οριακής ταχύτητας, 
η καµπύλη βέλτιστης προσαρµογής είναι ευθεία. 

Η δύναµη αντίστασης είναι ανάλογη προς το τετράγωνο του µέτρου της ταχύτητας. 

Ενότητα Μ6.4 

Φίλτρα καφέ – Γραφική ανάλυση 



Η δύναµη αντίστασης που ασκείται σε µια µπάλα του µπέιζµπολ – Παράδειγµα 

Το σώµα κινείται οριζόντια στην ατµόσφαιρα. 

Η δύναµη αντίστασης προκαλεί επιβράδυνση της µπάλας. 

Η βαρύτητα αναγκάζει την τροχιά της να καµπυλώσει προς τα κάτω. 

Η µπάλα µπορεί να µοντελοποιηθεί ως σωµατίδιο υπό την επίδραση 
συνισταµένης δύναµης. 

§  Εξετάζουµε µόνο µία χρονική στιγµή, οπότε δεν µας ενδιαφέρει η 
επιτάχυνση. 

Αναλύστε το πρόβληµα για να βρείτε τον συντελεστή οπισθέλκουσας D και το 
µέτρο R της δύναµης αντίστασης. 

 

Ενότητα Μ6.4 
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