
Κεφάλαιο M4 
Κίνηση σε δύο διαστάσεις 



Κινηµατική σε δύο διαστάσεις 

Θα περιγράψουµε τη διανυσµατική φύση της θέσης, της ταχύτητας, και της 
επιτάχυνσης µε περισσότερες λεπτοµέρειες. 

Θα µελετήσουµε την κίνηση των βληµάτων και την οµαλή κυκλική κίνηση ως 
ειδικές περιπτώσεις. 

Θα αναλύσουµε τη σχετική κίνηση. 

Εισαγωγή 



Θέση και µετατόπιση 

Η θέση ενός σώµατος περιγράφεται µε 
το διάνυσµα θέσης του    . 
Η µετατόπιση του σώµατος ορίζεται 
ως η µεταβολή της θέσης του. 
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Ενότητα Μ4.1 



Γενικές ιδέες για την κίνηση 

Η κινηµατική σε δύο (ή σε τρεις διαστάσεις) είναι παρόµοια µε την κινηµατική σε 
µία διάσταση, µε τη διαφορά ότι στην πρώτη περίπτωση πρέπει να 
χρησιµοποιούµε τον πλήρη συµβολισµό των διανυσµάτων. 

§  Τα θετικά και τα αρνητικά πρόσηµα δεν επαρκούν πλέον για τον 
προσδιορισµό της κατεύθυνσης. 

Ενότητα Μ4.1 



Μέση ταχύτητα 

Η µέση ταχύτητα είναι ο λόγος της µετατόπισης προς το χρονικό διάστηµα στο 
οποίο συµβαίνει η µετατόπιση. 

 

 

Η κατεύθυνση του διανύσµατος της µέσης ταχύτητας είναι η κατεύθυνση του 
διανύσµατος της µετατόπισης. 

Η µέση ταχύτητα µεταξύ σηµείων είναι ανεξάρτητη από τη διαδροµή που 
ακολουθείται. 

§  Αυτό συµβαίνει επειδή εξαρτάται από τη µετατόπιση, η οποία εξαρτάται 
επίσης από τη διαδροµή. 
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Ενότητα Μ4.1 



Στιγµιαία ταχύτητα 

Η στιγµιαία ταχύτητα είναι το όριο της 
µέσης ταχύτητας καθώς το Δt τείνει στο 
µηδέν. 

§  Καθώς το χρονικό διάστηµα γίνεται 
µικρότερο, η κατεύθυνση του 
διανύσµατος της µετατόπισης 
προσεγγίζει την κατεύθυνση της 
εφαπτοµένης της καµπύλης. 
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Ενότητα Μ4.1 



Στιγµιαία ταχύτητα (συνέχεια) 

Το διάνυσµα της στιγµιαίας ταχύτητας σε οποιοδήποτε σηµείο της τροχιάς ενός 
σωµατιδίου έχει τη διεύθυνση της εφαπτοµένης στο συγκεκριµένο σηµείο της 
τροχιάς και φορά ίδια µε αυτή της κίνησης. 

Το µέτρο του διανύσµατος της στιγµιαίας ταχύτητας (speed) του σωµατιδίου  
είναι βαθµωτό µέγεθος. 

Ενότητα Μ4.1 



Μέση επιτάχυνση 

Η µέση επιτάχυνση ενός σωµατιδίου ορίζεται ως η µεταβολή του διανύσµατος 
της στιγµιαίας ταχύτητας προς το χρονικό διάστηµα στο οποίο συµβαίνει η 
µεταβολή αυτή. 
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Ενότητα Μ4.1 



Μέση επιτάχυνση (συνέχεια) 

H κατεύθυνση της µεταβολής της 
ταχύτητας του σωµατιδίου κατά την 
κίνησή του προσδιορίζεται µε αφαίρεση 
διανυσµάτων. 

 

Η µέση επιτάχυνση είναι ένα 
διανυσµατικό µέγεθος που έχει την 
κατεύθυνση της µεταβολής        .  Δ

r
v

Δ = −
r r r

f iv v v

Ενότητα Μ4.1 



Στιγµιαία επιτάχυνση 

Η στιγµιαία επιτάχυνση είναι το όριο του λόγου               καθώς το Δt τείνει στο 
µηδέν. 

 

 

§  Η στιγµιαία επιτάχυνση ισούται µε την παράγωγο του διανύσµατος της 
ταχύτητας ως προς τον χρόνο. 
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Ενότητα Μ4.1 



Πώς προκαλείται η επιτάχυνση 

Επιτάχυνση µπορούν να προκαλέσουν διάφορες µεταβολές στην κίνηση ενός 
σωµατιδίου. 

§  Μπορεί να µεταβάλλεται το µέτρο του διανύσµατος της ταχύτητας. 

§  Μπορεί να µεταβάλλεται η κατεύθυνση του διανύσµατος της ταχύτητας. 
§  Ακόµα και αν το µέτρο παραµένει σταθερό. 

§  Ενδέχεται να µεταβάλλονται ταυτόχρονα τόσο το µέτρο όσο και η 
κατεύθυνση. 

Ενότητα Μ4.1 



Εξισώσεις της κινηµατικής για την κίνηση σε δύο διαστάσεις 

Όταν η επιτάχυνση είναι σταθερή στην κίνηση σε δύο διαστάσεις, µπορούµε να 
περιγράψουµε την κίνηση µε µια σειρά εξισώσεων. 

Οι εξισώσεις αυτές είναι παρόµοιες µε τις εξισώσεις της κινηµατικής σε µία 
διάσταση. 

Η κίνηση σε δύο διαστάσεις µπορεί να µοντελοποιηθεί ως δύο ανεξάρτητες 
κινήσεις σε καθεµία από τις δύο κάθετες διευθύνσεις που συνδέονται µε τους 
άξονες x και y. 

§  Οποιαδήποτε επίδραση στη διεύθυνση του άξονα y δεν επηρεάζει την 
κίνηση στη διεύθυνση του άξονα x. 

Ενότητα Μ4.2 



Εξισώσεις της κινηµατικής (2) 

Το διάνυσµα θέσης για ένα σωµατίδιο που κινείται στο επίπεδο xy είναι 

 

Το διάνυσµα της ταχύτητας µπορεί να βρεθεί από το διάνυσµα της θέσης. 

§  Εφόσον η επιτάχυνση είναι σταθερή, µπορούµε επίσης να βρούµε µία σχέση 
για την ταχύτητα συναρτήσει του χρόνου: 
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Ενότητα Μ4.2 



Εξισώσεις της κινηµατικής (3) 
Το διάνυσµα θέσης µπορεί επίσης να εκφραστεί ως συνάρτηση του χρόνου: 

§    

§  Αυτό δείχνει ότι το διάνυσµα θέσης είναι το άθροισµα τριών άλλων 
διανυσµάτων: 
§  της αρχικής θέσης 
§  της µετατόπισης που προκαλείται από την αρχική ταχύτητα 
§  της µετατόπισης που προκαλείται από την επιτάχυνση 
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Ενότητα Μ4.2 



Εξισώσεις της κινηµατικής – Γραφική αναπαράσταση της τελικής ταχύτητας 

Το διάνυσµα της ταχύτητας µπορεί να 
αναπαρασταθεί µε τις συνιστώσες του. 

 Η      δεν έχει γενικά την κατεύθυνση 
των      ή    .  
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Ενότητα Μ4.2 



Εξισώσεις της κινηµατικής – Γραφική αναπαράσταση της τελικής θέσης 

Η διανυσµατική αναπαράσταση του 
διανύσµατος θέσης     δεν έχει γενικά 
την ίδια κατεύθυνση µε τα     ,     , ή    .       

Τα      και      δεν έχουν γενικά την ίδια 
κατεύθυνση. 
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Ενότητα Μ4.2 



Γραφική αναπαράσταση – Σύνοψη 

Μπορούµε να επιλέξουµε διάφορες αρχικές θέσεις και αρχικές ταχύτητες. 

Προσέξτε τις σχέσεις που συνδέουν τις µεταβολές της θέσης ή της ταχύτητας µε 
την αντίστοιχη µεταβολή του άλλου µεγέθους. 

Ενότητα Μ4.2 



Κίνηση βληµάτων 

Ένα σώµα µπορεί να κινείται ταυτόχρονα στις διευθύνσεις των αξόνων x και y. 

Το είδος της κίνησης σε δύο διαστάσεις, που θα περιγράψουµε στη συνέχεια, 
ονοµάζεται κίνηση βληµάτων. 

 

Ενότητα Μ4.3 



Υποθέσεις στην κίνηση βληµάτων 

Η επιτάχυνση ελεύθερης πτώσης είναι σταθερή κατά τη διάρκεια της κίνησης. 
§  Έχει κατεύθυνση κατακόρυφα προς τα κάτω. 

§  Κάτι τέτοιο ισοδυναµεί µε το να υποθέσουµε ότι η Γη είναι επίπεδη . 

§  Η υπόθεση είναι λογική υπό την προϋπόθεση ότι η έκταση της κίνησης  
είναι µικρή σε σύγκριση µε την ακτίνα της Γης. 

Η επίδραση της αντίστασης του αέρα είναι αµελητέα. 

Με βάση αυτές τις υποθέσεις, η διαδροµή ενός βλήµατος θα είναι παραβολή. 

§  Η διαδροµή ονοµάζεται τροχιά. 

Ενότητα Μ4.3 



Διάγραµµα κίνησης ενός βλήµατος 

Ενότητα Μ4.3 



Επιτάχυνση στο ψηλότερο σηµείο της τροχιάς 

Η κατακόρυφη ταχύτητα είναι µηδενική στο ψηλότερο σηµείο. 

Η επιτάχυνση δεν είναι µηδενική σε κανένα σηµείο της τροχιάς. 

§  Αν το βλήµα είχε µηδενική επιτάχυνση στο ψηλότερο σηµείο, τότε η ταχύτητά 
του στο συγκεκριµένο σηµείο δεν θα µεταβαλλόταν. 
§  Το βλήµα θα συνέχιζε να κινείται οριζόντια µε σταθερό µέτρο ταχύτητας. 

Ενότητα Μ4.3 



Ανάλυση της κίνησης βληµάτων 

Μπορούµε να θεωρήσουµε την κίνηση ως την υπέρθεση των κινήσεων στις 
διευθύνσεις των αξόνων x και y. 
Η πραγµατική θέση σε οποιαδήποτε χρονική στιγµή δίνεται από τη σχέση:  

 
Η αρχική ταχύτητα µπορεί να εκφραστεί ως συνάρτηση των συνιστωσών της. 
§  vxi = vi cos θ  και vyi = vi sin θ  

Η ταχύτητα είναι σταθερή στη διεύθυνση του άξονα x. 
§  αx = 0 

Η επιτάχυνση είναι σταθερή (ελεύθερη πτώση) στη διεύθυνση του άξονα y. 
§  αy = –g 
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Ενότητα Μ4.3 



Διανύσµατα κίνησης βληµάτων 

  
 

Η τελική θέση είναι το διανυσµατικό 
άθροισµα της αρχικής θέσης, της 
µετατόπισης που προκαλείται από την 
αρχική ταχύτητα, και της µετατόπισης 
που προκαλείται από την επιτάχυνση. 
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Ενότητα Μ4.3 



Βεληνεκές και µέγιστο ύψος βλήµατος 

Όταν αναλύουµε την κίνηση βληµάτων, 
δύο χαρακτηριστικά παρουσιάζουν 
ιδιαίτερο ενδιαφέρον: 

Το βεληνεκές R είναι η οριζόντια 
απόσταση του βλήµατος. 

Το βλήµα φτάνει σε µέγιστο ύψος h. 

Ενότητα Μ4.3 



Ύψος ενός βλήµατος – Εξίσωση 

Μπορούµε να βρούµε µια σχέση για το µέγιστο ύψος του βλήµατος συναρτήσει 
του µέτρου και της κατεύθυνσης της αρχικής ταχύτητας: 

 

 

Η εξίσωση αυτή ισχύει µόνο για συµµετρικές τροχιές. 
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Ενότητα Μ4.3 



Βεληνεκές ενός βλήµατος – Εξίσωση 

Μπορούµε να βρούµε µια σχέση για το βεληνεκές ενός βλήµατος συναρτήσει του 
µέτρου και της κατεύθυνσης της αρχικής ταχύτητας: 

 

 

Η εξίσωση αυτή ισχύει µόνο για συµµετρικές τροχιές. 
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Ενότητα Μ4.3 



Βεληνεκές ενός βλήµατος (συνέχεια) 

Ενότητα Μ4.3 



Βεληνεκές ενός βλήµατος (τελική διαφάνεια) 

Το µέγιστο βεληνεκές προκύπτει για θi  = 45o . 

Το βεληνεκές θα είναι ίδιο για συµπληρωµατικές γωνίες. 

§  Το µέγιστο ύψος θα είναι διαφορετικό για τις δύο γωνίες. 

§  Οι χρόνοι πτήσης θα είναι διαφορετικοί για τις δύο γωνίες. 

Ενότητα Μ4.3 



Κίνηση βληµάτων – Μεθοδολογία επίλυσης προβληµάτων 

Μοντελοποίηση 
§  Φανταστείτε το βλήµα να κινείται κατά µήκος της τροχιάς του. 

Κατηγοριοποίηση 

§  Βεβαιωθείτε ότι η αντίσταση του αέρα είναι αµελητέα. 

§  Επιλέξτε ένα σύστηµα συντεταγµένων µε το x στην οριζόντια διεύθυνση και 
το y στην κατακόρυφη. 

Ανάλυση 

§  Αν δίνεται το διάνυσµα της αρχικής ταχύτητας, αναλύστε το στις συνιστώσες 
x και y. 

§  Θεωρήστε ότι η οριζόντια και η κατακόρυφη κίνηση είναι ανεξάρτητες. 

Ενότητα Μ4.3 



Κίνηση βληµάτων – Μεθοδολογία επίλυσης προβληµάτων (συνέχεια) 

Ανάλυση (συνέχεια) 

§  Αναλύστε την οριζόντια κίνηση του βλήµατος χρησιµοποιώντας το µοντέλο 
του σωµατιδίου που κινείται µε σταθερή ταχύτητα. 

§  Αναλύστε την κατακόρυφη κίνηση του βλήµατος χρησιµοποιώντας το 
µοντέλο του σωµατιδίου που κινείται µε σταθερή επιτάχυνση. 

§  Θυµηθείτε ότι οι δύο κινήσεις συµβαίνουν στο ίδιο χρονικό διάστηµα. 

Ολοκλήρωση 

§  Ελέγξτε τις απαντήσεις για να δείτε αν συµφωνούν µε τη νοητική και την 
εικονογραφική αναπαράσταση. 

§  Ελέγξτε τα αποτελέσµατά σας για να δείτε αν είναι ρεαλιστικά. 

 

Ενότητα Μ4.3 



Μη συµµετρική κίνηση βληµάτων 

Ακολουθήστε τους γενικούς κανόνες για 
την κίνηση βληµάτων. 

Χωρίστε την κίνηση στη διεύθυνση του 
άξονα y σε τµήµατα: 

§  στην κίνηση προς τα πάνω και προς 
τα κάτω ή  

§  στη συµµετρική κίνηση µέχρι το 
βλήµα να επιστρέψει στο αρχικό 
ύψος και µετά στην κίνηση για το 
υπόλοιπο ύψος 

Εφαρµόστε τη µεθοδολογία επίλυσης 
προβληµάτων για να προσδιορίσετε και 
να λύσετε τις απαραίτητες εξισώσεις. 

Η κίνηση µπορεί να είναι µη συµµετρική 
και από άλλες απόψεις. 

 Ενότητα Μ4.3 



Οµαλή κυκλική κίνηση 

Ένα σώµα το οποίο κινείται σε κυκλική τροχιά µε ταχύτητα σταθερού µέτρου, 
εκτελεί οµαλή κυκλική κίνηση. 

Το σχετικό µοντέλο ανάλυσης είναι το σωµατίδιο σε οµαλή κυκλική κίνηση. 

Υπάρχει επιτάχυνση εφόσον µεταβάλλεται η κατεύθυνση της κίνησης. 

§  Αυτή η µεταβολή της ταχύτητας σχετίζεται µε την επιτάχυνση. 

Το διάνυσµα της ταχύτητας σταθερού µέτρου εφάπτεται πάντα στην τροχιά του 
σώµατος. 

Ενότητα Μ4.4 



Μεταβολή της ταχύτητας στην οµαλή κυκλική κίνηση 

Η µεταβολή της ταχύτητας οφείλεται στη µεταβολή της κατεύθυνσης. 

Το διάνυσµα της µεταβολής της ταχύτητας έχει κατεύθυνση προς το κέντρο 
του κύκλου. 

Στο διανυσµατικό διάγραµµα φαίνεται ότι f i= + Δv v v
r r r

Ενότητα Μ4.4 



Κεντροµόλος επιτάχυνση 

Η επιτάχυνση είναι πάντα κάθετη στην ακτίνα της τροχιάς. 

Η επιτάχυνση έχει πάντα κατεύθυνση προς το κέντρο του κύκλου της κίνησης. 

Η επιτάχυνση αυτού του είδους ονοµάζεται κεντροµόλος επιτάχυνση. 

 

Ενότητα Μ4.4 



Κεντροµόλος επιτάχυνση (συνέχεια) 

Το µέτρο του διανύσµατος της κεντροµόλου επιτάχυνσης δίνεται από τη σχέση 

 

 

Η κατεύθυνση του διανύσµατος της κεντροµόλου επιτάχυνσης µεταβάλλεται 
συνεχώς για να έχει πάντα κατεύθυνση προς το κέντρο του κύκλου της κίνησης. 
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Ενότητα Μ4.4 



Περίοδος 

Η περίοδος T είναι το χρονικό διάστηµα που απαιτείται για µία πλήρη 
περιστροφή. 

Το µέτρο της ταχύτητας του σωµατιδίου είναι ίσο µε το πηλίκο της περιφέρειας 
της κυκλικής τροχιάς προς την περίοδο. 

Άρα, η περίοδος ορίζεται ως 
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Ενότητα Μ4.4 



Εφαπτοµενική επιτάχυνση 

Θα µπορούσε να µεταβάλλεται και το µέτρο του διανύσµατος της ταχύτητας. 

Σε αυτή την περίπτωση, θα υπήρχε εφαπτοµενική επιτάχυνση. 

Η κίνηση θα επηρεαζόταν τόσο από την εφαπτοµενική όσο και από την 
κεντροµόλο επιτάχυνση. 

§  Προσέξτε τη µεταβολή των διανυσµάτων της επιτάχυνσης 

Ενότητα Μ4.5 



Συνολική επιτάχυνση 

Η εφαπτοµενική επιτάχυνση µεταβάλλει το µέτρο της ταχύτητας του σωµατιδίου. 

Η ακτινική επιτάχυνση προκύπτει από τη µεταβολή της κατεύθυνσης του 
διανύσµατος της ταχύτητας. 

Ενότητα Μ4.5 



Συνολική επιτάχυνση – Εξισώσεις 

Εφαπτοµενική επιτάχυνση: 
 

 

Ακτινική επιτάχυνση: 

 

 

Συνολική επιτάχυνση: 
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Ενότητα Μ4.5 



Σχετική ταχύτητα 

Δύο παρατηρητές οι οποίοι κινούνται ο ένας σε σχέση µε τον άλλον διαφωνούν 
γενικά ως προς το αποτέλεσµα ενός πειράµατος. 

Ωστόσο, οι παρατηρήσεις τους σχετίζονται µεταξύ τους. 

Ένα σύστηµα αναφοράς µπορεί να περιγραφεί από ένα καρτεσιανό σύστηµα 
συντεταγµένων στο οποίο ο παρατηρητής είναι ακίνητος σε σχέση µε την αρχή 
των συντεταγµένων. 

 

Ενότητα Μ4.6 



Διαφορετικές µετρήσεις – Παράδειγµα 

Ο παρατηρητής A µετράει ότι το σηµείο 
Ρ βρίσκεται στη θέση +5 m από την 
αρχή. 

Ο παρατηρητής B µετράει ότι το σηµείο 
P βρίσκεται στη θέση +10 m από την 
αρχή. 

Η διαφορά οφείλεται στο γεγονός ότι οι 
µετρήσεις έχουν γίνει σε διαφορετικά 
συστήµατα αναφοράς. 
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Διαφορετικές µετρήσεις – Ένα άλλο παράδειγµα 

Ο άνδρας περπατάει πάνω στον 
κυλιόµενο διάδροµο. 

Η γυναίκα που στέκεται στον κυλιόµενο 
διάδροµο βλέπει τον άνδρα να βαδίζει 
µε κανονική ταχύτητα βαδίσµατος. 

Η ακίνητη γυναίκα βλέπει τον άνδρα να 
βαδίζει γρηγορότερα. 

§  Η ταχύτητα του διαδρόµου 
προστίθεται στην ταχύτητα 
βαδίσµατός του. 

Η διαφορά οφείλεται στη σχετική 
ταχύτητα των συστηµάτων αναφοράς 
τους. 
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Σχετική ταχύτητα – Γενική περίπτωση 

Το σύστηµα αναφοράς SA είναι ακίνητο. 
Το σύστηµα αναφοράς SB  κινείται 
προς τα δεξιά σε σχέση µε το SA µε 
ταχύτητα          . 
§  Αυτό σηµαίνει επίσης ότι το SA 
κινείται µε ταχύτητα  –        σε 
σχέση µε το SB. 

Ορίζουµε το t = 0 ως τη χρονική στιγµή 
κατά την οποία τα δύο συστήµατα 
αναφοράς έχουν την ίδια αρχή. 

r
ABv

r
BAv
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Ο πρώτος δείκτης υποδηλώνει αυτό που παρατηρείται. 

Ο δεύτερος δείκτης υποδηλώνει τον παρατηρητή. 

Παράδειγµα 

§  Η ταχύτητα του παρατηρητή B (και του αντίστοιχου συστήµατος 
αναφοράς SB) όπως τη µετράει ο παρατηρητής A 

Συµβολισµός 

r
BAv
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Σχετική ταχύτητα – Εξισώσεις 

Οι θέσεις που µετράνε οι παρατηρητές από τα δύο συστήµατα αναφοράς 
σχετίζονται µέσω της ταχύτητας 

  

Παραγωγίζουµε την εξίσωση της θέσης για να πάρουµε την εξίσωση της 
ταχύτητας 

  
         : η ταχύτητα του σωµατιδίου στο P όπως τη µετράει ο παρατηρητής A 
         : η ταχύτητα του σωµατιδίου στο P όπως τη µετράει ο παρατηρητής B 

Οι εξισώσεις είναι γνωστές ως εξισώσεις µετασχηµατισµού του Γαλιλαίου. 

= +
r r r
PA PB BAtr r v

= +
r r r
PA PB BAu u v

r
PBu

r
PAu
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Επιτάχυνση σε διαφορετικά συστήµατα αναφοράς 

Παραγωγίζουµε την εξίσωση της ταχύτητας για να πάρουµε την εξίσωση της 
επιτάχυνσης. 

Η επιτάχυνση του σωµατιδίου που µετράει ένας παρατηρητής σε ένα σύστηµα 
αναφοράς είναι ίδια µε εκείνη που µετράει κάποιος άλλος παρατηρητής ο οποίος 
κινείται µε σταθερή ταχύτητα ως προς το πρώτο σύστηµα αναφοράς. 
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Επιτάχυνση (συνέχεια) 

Ο υπολογισµός της επιτάχυνσης δίνει 

 

 

Εφόσον 

 

Άρα,   

= +
r r r
PA PB BAd d d
dt dt dt
u u v

=
r r
BA BAείναι σταθερή, 0d dtv v

=
r r
PA PBa a

Ενότητα Μ4.6 


