
Κεφάλαιο M3 
Διανύσµατα 



Διανύσµατα 

Διανυσµατικά µεγέθη 

§  Φυσικά µεγέθη που έχουν τόσο αριθµητικές ιδιότητες όσο και ιδιότητες 
κατεύθυνσης. 

Σε αυτό το κεφάλαιο, θα ασχοληθούµε µε τις µαθηµατικές πράξεις των 
διανυσµάτων. 

§  Πρόσθεση 

§  Αφαίρεση 

Εισαγωγή 



Συστήµατα συντεταγµένων 

Χρησιµοποιούνται για την περιγραφή της θέσης ενός σηµείου στον χώρο. 

Κοινά συστήµατα συντεταγµένων: 

§  Καρτεσιανό 

§  Πολικό 

 

Ενότητα Μ3.1 



Καρτεσιανό σύστηµα συντεταγµένων 

Οι άξονες x και y τέµνονται στην  
αρχή των συντεταγµένων. 

Τα σηµεία αναπαρίστανται µε το  
ζεύγος (x, y). 

 

Ενότητα Μ3.1 



Πολικό σύστηµα συντεταγµένων 

Ορίζουµε την αρχή των αξόνων και 
έναν άξονα αναφοράς. 

Το σηµείο βρίσκεται σε απόσταση r 
από την αρχή των αξόνων στην 
κατεύθυνση της γωνίας θ, η οποία 
µετριέται αριστερόστροφα από τον 
άξονα αναφοράς. 

§  Ο άξονας αναφοράς είναι συχνά ο 
άξονας x. 

Τα σηµεία αναπαρίστανται µε το ζεύγος 
(r, θ). 

 

Ενότητα Μ3.1 



Μετατροπή πολικών συντεταγµένων σε καρτεσιανές 

Με βάση το ορθογώνιο τρίγωνο που 
σχηµατίζεται από τις r και θ 

x = r cos θ	


y = r sin θ 

Αν οι καρτεσιανές συντεταγµένες είναι 
γνωστές: 
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Ενότητα Μ3.1 



Παράδειγµα Μ3.1 

Οι καρτεσιανές συντεταγµένες ενός 
σηµείου στο επίπεδο xy είναι             
(x,y) = (3.50, –2.50) m, όπως φαίνεται 
στην εικόνα. Βρείτε τις πολικές 
συντεταγµένες του σηµείου. 

Λύση: Από την Εξίσωση Μ3.4, 

  

 

   

 και από την Εξίσωση Μ3.3, 
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Ενότητα Μ3.1 



Διανυσµατικά και βαθµωτά µεγέθη 

Ένα βαθµωτό µέγεθος ορίζεται πλήρως από µία τιµή ακολουθούµενη από την 
κατάλληλη µονάδα και δεν έχει κατεύθυνση. 

§  Πολλά βαθµωτά µεγέθη είναι πάντα θετικά (ή µηδέν). 

§  Άλλα έχουν είτε θετικές είτε αρνητικές τιµές. 

§  Οι πράξεις µε βαθµωτά µεγέθη γίνονται σύµφωνα µε τους κανόνες της 
απλής αριθµητικής. 

Ένα διανυσµατικό µέγεθος ορίζεται πλήρως από έναν αριθµό ακολουθούµενο 
από την κατάλληλη µονάδα και µία κατεύθυνση. 

Ενότητα Μ3.2 



Παράδειγµα διανυσµατικού µεγέθους 

Ένα σωµατίδιο κινείται από το σηµείο A 
στο σηµείο B ακολουθώντας τη 
διαδροµή που υποδεικνύει η 
διακεκοµµένη γραµµή. 
§  Αυτή είναι η απόσταση που 
διένυσε - βαθµωτό µέγεθος. 

Η µετατόπιση είναι η συµπαγής ευθεία 
που ενώνει το A µε το B. 

§  Η µετατόπιση είναι ανεξάρτητη από 
τη διαδροµή που ακολουθεί το 
σωµατίδιο µεταξύ των δύο 
σηµείων. 

§  Η µετατόπιση είναι διανυσµατικό 
µέγεθος. 

Ενότητα Μ3.2 



Συµβολισµός διανυσµάτων 

Στο βιβλίο αυτό, συµβολίζουµε κάθε διάνυσµα µε ένα έντονο γράµµα µαζί µε ένα 
βέλος πάνω από αυτό:  

Επίσης, χρησιµοποιούµε και τον απλό έντονο χαρακτήρα: A 

Όσον αφορά το µέτρο ενός διανύσµατος, θα χρησιµοποιούµε ένα πλάγιο 
γράµµα:  A  ή   |    |  

§  Το µέτρο του διανύσµατος έχει φυσικές µονάδες. 

§  Το µέτρο ενός διανύσµατος είναι πάντα θετικός αριθµός. 

Όταν γράφετε µε το χέρι, να χρησιµοποιείτε το βέλος:  
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Ενότητα Μ3.2 



Ισότητα δύο διανυσµάτων 

Δύο διανύσµατα είναι ίσα αν έχουν το 
ίδιο µέτρο και την ίδια κατεύθυνση. 

            αν A = B και αν τα διανύσµατα 
έχουν ίδια διεύθυνση και φορά, δηλαδή 
ίδια κατεύθυνση. 

Όλα τα διανύσµατα της εικόνας είναι 
ίσα. 

Αυτό µάς επιτρέπει να µεταθέσουµε 
παράλληλα ένα διάνυσµα σε µια νέα 
θέση. 
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Ενότητα Μ3.3 



Πρόσθεση διανυσµάτων 

Η πρόσθεση διανυσµάτων είναι πολύ διαφορετική από την πρόσθεση βαθµωτών 
µεγεθών. 

Όταν προσθέτουµε διανύσµατα, πρέπει να λαµβάνουµε υπόψη την κατεύθυνσή 
τους. 

Οι µονάδες τους πρέπει να είναι ίδιες. 

Γραφικές µέθοδοι 

§  Σχεδιάζουµε τα διανύσµατα υπό κλίµακα. 

Αλγεβρικές µέθοδοι 

§  Είναι πιο βολικές. 

 

Ενότητα Μ3.3 



Πρόσθεση διανυσµάτων µε τη γραφική µέθοδο 

Επιλέγουµε µια κλίµακα.  

Σχεδιάζουµε το πρώτο διάνυσµα,     , µε το κατάλληλο µήκος και την κατεύθυνση 
που ορίζεται, ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων. 

Σχεδιάζουµε το επόµενο διάνυσµα µε το κατάλληλο µήκος και την κατεύθυνση 
που ορίζεται, ως προς ένα σύστηµα συντεταγµένων το οποίο έχει αρχή την αρχή 
του διανύσµατος       και είναι παράλληλο προς το σύστηµα συντεταγµένων που 
χρησιµοποιείται για το     . 
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Ενότητα Μ3.3 



Πρόσθεση διανυσµάτων µε τη γραφική µέθοδο (συνέχεια) 

Συνεχίζουμε να σχεδιάζουμε 
διανύσματα τοποθετώντας την ουρά 
κάθε επόμενου διανύσματος στην αιχμή 
του τελευταίου. 
Η συνισταμένη είναι το διάνυσμα που 
αρχίζει από την ουρά του πρώτου 
διανύσματος και τελειώνει στην αιχμή  
του τελευταίου. 
Μετράμε το μήκος της συνισταμένης και  
τη γωνία της. 
§  Χρησιμοποιούμε τον συντελεστή 
κλίμακας για να μετατρέψουμε το 
μήκος στο πραγματικό μέτρο του 
διανύσματος. 

 

Ενότητα Μ3.3 



Πρόσθεση διανυσµάτων µε τη γραφική µέθοδο (τελική διαφάνεια) 

Όταν έχετε πολλά διανύσµατα, 
επαναλάβετε τη διαδικασία µέχρι να τα 
συµπεριλάβετε όλα. 

Η συνισταµένη εξακολουθεί να είναι το 
διάνυσµα που αρχίζει από την ουρά του 
πρώτου διανύσµατος και τελειώνει στην 
αιχµή του τελευταίου. 

Ενότητα Μ3.3 



Κανόνες πρόσθεσης διανυσµάτων 

Στην πρόσθεση δύο διανυσµάτων, το 
άθροισµα είναι ανεξάρτητο από τη 
σειρά της άθροισης. 

§  Η ιδιότητα αυτή είναι γνωστή ως 
αντιµεταθετική ιδιότητα της 
πρόσθεσης. 
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Ενότητα Μ3.3 



Κανόνες πρόσθεσης διανυσµάτων (συνέχεια) 

Στην πρόσθεση τριών ή περισσοτέρων διανυσµάτων, το άθροισµα είναι 
ανεξάρτητο από τον τρόπο οµαδοποίησης των επιµέρους διανυσµάτων. 

§  Η ιδιότητα αυτή ονοµάζεται προσεταιριστική ιδιότητα της πρόσθεσης. 
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Ενότητα Μ3.3 



Κανόνες πρόσθεσης διανυσµάτων (τελική διαφάνεια) 

Στην πρόσθεση διανυσµάτων, όλα τα διανύσµατα πρέπει να έχουν τις ίδιες 
µονάδες. 

Όλα τα διανύσµατα πρέπει να περιγράφουν το ίδιο µέγεθος. 

§  Για παράδειγµα, δεν µπορείτε να προσθέσετε ένα διάνυσµα µετατόπισης µε 
ένα διάνυσµα ταχύτητας. 

 

 

Ενότητα Μ3.3 



Αντίθετο ενός διανύσµατος 

Ως αντίθετο ενός διανύσµατος ορίζουµε το διάνυσµα το οποίο, όταν 
προστεθεί στο αρχικό, δίνει µηδενικό διανυσµατικό άθροισµα. 
§  Συµβολίζεται µε   

§    

Το αρχικό διάνυσµα και το αντίθετό του θα έχουν ίδιο µέτρο αλλά αντίθετες 
κατευθύνσεις. 
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Ενότητα Μ3.3 



Αφαίρεση διανυσµάτων 

Ειδική περίπτωση της πρόσθεσης 
διανυσµάτων: 

Αν            , τότε χρησιµοποιούµε το 

 

Συνεχίζουµε προσθέτοντας τα 
διανύσµατα. 
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Ενότητα Μ3.3 



Αφαίρεση διανυσµάτων, µέθοδος 2 

Ένας άλλος τρόπος θεώρησης της 
αφαίρεσης είναι να βρούµε το διάνυσµα 
που πρέπει να προσθέσουµε στο 
δεύτερο διάνυσµα για να πάρουµε το 
πρώτο 

  

§  Όπως µπορείτε να δείτε, η 
συνισταµένη έχει κατεύθυνση  
από την αιχµή του δεύτερου 
διανύσµατος προς την αιχµή  
του πρώτου. 
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Ενότητα Μ3.3 



Πολλαπλασιασµός ή διαίρεση διανύσµατος µε βαθµωτή ποσότητα 

Το αποτέλεσµα του πολλαπλασιασµού ή της διαίρεσης ενός διανύσµατος µε µια 
βαθµωτή ποσότητα είναι διάνυσµα. 

Το µέτρο του διανύσµατος πολλαπλασιάζεται ή διαιρείται µε τη βαθµωτή 
ποσότητα. 

Αν η βαθµωτή ποσότητα είναι θετική, το διάνυσµα που προκύπτει έχει την ίδια 
κατεύθυνση µε το αρχικό διάνυσµα. 

Αν η βαθµωτή ποσότητα είναι αρνητική, το διάνυσµα που προκύπτει έχει 
αντίθετη κατεύθυνση από το αρχικό διάνυσµα. 

 

Ενότητα Μ3.3 



Μέθοδος πρόσθεσης διανυσµάτων µε χρήση συνιστωσών 

Η γραφική µέθοδος πρόσθεσης διανυσµάτων δεν ενδείκνυται όταν: 

§  Θέλουµε µεγάλη ακρίβεια. 

§  Λύνουµε προβλήµατα σε τρεις διαστάσεις. 

Μία εναλλακτική µέθοδος είναι η µέθοδος πρόσθεσης µε χρήση συνιστωσών. 

§  Χρησιµοποιεί τις προβολές των διανυσµάτων πάνω σε άξονες 
συντεταγµένων. 

Ενότητα Μ3.4 



Συνιστώσες διανύσµατος – Εισαγωγή 

Συνιστώσα είναι η προβολή ενός 
διανύσµατος πάνω σε έναν άξονα. 
§  Κάθε διάνυσµα µπορεί να 
περιγραφεί πλήρως από τις 
συνιστώσες του. 

Είναι καλύτερο να χρησιµοποιούµε τις 
καρτεσιανές συνιστώσες. 
§  Αυτές είναι οι προβολές του 
διανύσµατος στους άξονες  
x και y. 

Ενότητα Μ3.4 



Συνιστώσες διανύσµατος – Ορολογία 

Τα                     είναι οι διανυσµατικές συνιστώσες του      . 

§  Είναι διανύσµατα, οπότε ακολουθούν όλους τους κανόνες των 
διανυσµάτων. 

Τα Ax και Ay είναι βαθµωτά µεγέθη. Θα αναφερόµαστε σε αυτά ως τις 
συνιστώσες του     . A

r
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Ενότητα Μ3.4 



Συνιστώσες διανύσµατος 

Έστω ότι δίνεται το διάνυσµα      . 

Αυτό µπορεί να εκφραστεί συναρτήσει 
των διανυσµάτων        και  

 

Τα τρία διανύσµατα σχηµατίζουν ένα 
ορθογώνιο τρίγωνο. 
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Ενότητα Μ3.4 



Συνιστώσες διανύσµατος (2) 

Η συνιστώσα y µετατίθεται στην αιχµή 
της συνιστώσας x. 
Αυτό είναι εφικτό επειδή µπορούµε να 
µεταθέσουµε παράλληλα οποιοδήποτε 
διάνυσµα σε µια νέα θέση χωρίς να το 
επηρεάσουµε. 
§  Έτσι σχηµατίζεται το τρίγωνο. 

 

Ενότητα Μ3.4 



Συνιστώσες διανύσµατος (3) 

Η συνιστώσα x ενός διανύσµατος είναι η προβολή του πάνω στον άξονα x. 

Η συνιστώσα y ενός διανύσµατος είναι η προβολή του πάνω στον άξονα y. 

 

Έχουµε υποθέσει ότι η γωνία θ µετριέται ως προς τον άξονα x. 

§  Αν αυτό δεν ισχύει, οι εξισώσεις δεν θα είναι σωστές. Χρησιµοποιήστε τις 
πλευρές του τριγώνου για να βρείτε τις σωστές σχέσεις. 

 

sinyA A θ=

cosxA A θ=

Ενότητα Μ3.4 



Συνιστώσες διανύσµατος (4) 

Οι συνιστώσες είναι οι κάθετες πλευρές ενός ορθογωνίου τριγώνου µε 
υποτείνουσα µήκους A. 

§    

§  Και πάλι, πρέπει να υπολογίσουµε τη θ ως προς τον θετικό άξονα x. 

Στα προβλήµατα, µπορούµε να ορίσουµε ένα διάνυσµα είτε µε τις συνιστώσες 
του είτε µε το µέτρο και την κατεύθυνσή του. 
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Ενότητα Μ3.4 



Συνιστώσες διανύσµατος (τελική διαφάνεια) 

Οι συνιστώσες µπορούν να είναι 
θετικές ή αρνητικές και έχουν τις ίδιες 
µονάδες µε το αρχικό διάνυσµα. 

Τα πρόσηµα των συνιστωσών 
εξαρτώνται από τη γωνία. 

Ενότητα Μ3.4 



Μοναδιαία διανύσµατα 

Ένα µοναδιαίο διάνυσµα δεν έχει διαστάσεις και το µέτρο του είναι ίσο µε 1. 

Τα µοναδιαία διανύσµατα ορίζουν µία συγκεκριµένη κατεύθυνση και δεν έχουν 
κάποια άλλη φυσική σηµασία. 

 

Ενότητα Μ3.4 



Μοναδιαία διανύσµατα (συνέχεια) 

Συµβολίζουµε τα µοναδιαία διανύσµατα µε 
τα σύµβολα 

Αποτελούν ένα σύνολο κάθετων µεταξύ 
τους διανυσµάτων σε ένα δεξιόστροφο 
σύστηµα συντεταγµένων.    

Το µέτρο κάθε µοναδιαίου διανύσµατος 
ισούται µε 1. 

 
 

ˆ ˆ ˆ 1= = =i j k

ˆ ˆ ˆi, j, και k

Ενότητα Μ3.4 



Διανύσµατα σε µορφή µοναδιαίων διανυσµάτων 

Η συνιστώσα Ax είναι ίδια µε το 
γινόµενο Ax     και η συνιστώσα Ay είναι 
ίδια µε το γινόµενο Ay   , κ.ο.κ. 
Το πλήρες διάνυσµα µπορεί να 
εκφραστεί ως: 
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Ενότητα Μ3.4 



Διάνυσµα θέσης – Παράδειγµα 

Ένα σηµείο του επιπέδου xy έχει 
καρτεσιανές συντεταγµένες (x, y). 

Το σηµείο µπορεί να οριστεί από το 
διάνυσµα θέσης 

 

Η παραπάνω σχέση δίνει τις 
συνιστώσες του διανύσµατος και τις 
συντεταγµένες του. 

ˆ ˆˆ x y= +r i j

Ενότητα Μ3.4 



Πρόσθεση διανυσµάτων µε χρήση µοναδιαίων διανυσµάτων 

Χρησιµοποιούµε τη σχέση  

Τότε, 

 

 

 

 

Άρα, Rx = Ax + Bx και Ry = Ay + By 
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Ενότητα Μ3.4 



Πρόσθεση διανυσµάτων µε χρήση µοναδιαίων διανυσµάτων 

Προσέξτε τις σχέσεις ανάµεσα στις 
συνιστώσες της συνισταµένης και στις 
συνιστώσες των αρχικών διανυσµάτων. 

Rx = Ax + Bx 

Ry = Ay + By 

 

Ενότητα Μ3.4 



Επέκταση στις τρεις διαστάσεις 

Χρησιµοποιούµε τη σχέση  

Τότε, 

 

 

 

 

Άρα, Rx= Ax+Bx, Ry= Ay+By,  και  Rz = Az+Bz 
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Ενότητα Μ3.4 



Πρόσθεση τριών ή περισσότερων διανυσµάτων 

Η ίδια µέθοδος µπορεί να επεκταθεί για την πρόσθεση τριών η 
περισσότερων διανυσµάτων. 

Υποθέτουµε ότι  

 

και 
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Ενότητα Μ3.4 



Παράδειγµα Μ3.5 – Πεζοπορία 

Μια πεζοπόρος ξεκινάει το ταξίδι της περπατώντας 25.0 km νοτιανατολικά 
από το αυτοκίνητό της. Σταµατάει και στήνει τη σκηνή της για να 
διανυκτερεύσει. Τη δεύτερη µέρα, περπατάει 40.0 km µε κατεύθυνση 60.0° 
βόρεια της ανατολής. Στο σηµείο αυτό ανακαλύπτει το παρατηρητήριο ενός 
δασοφύλακα. 

Ενότητα Μ3.4 



Παράδειγµα Μ3.5 – Λύση (Μοντελοποίηση και Κατηγοριοποίηση) 

§  Μοντελοποιήστε το πρόβληµα 
σχεδιάζοντας ένα σχήµα όπως αυτό  
της εικόνας. 
§  Συµβολίστε τα διανύσµατα 
µετατόπισης για την πρώτη και τη 
δεύτερη µέρα µε     και    , αντίστοιχα. 
§  Χρησιµοποιήστε το αυτοκίνητο ως 
αρχή των συντεταγµένων. 
§  Τα διανύσµατα που προκύπτουν 
φαίνονται στην εικόνα. 
§  Αφού σχεδιάσουµε τη συνισταµένη                                                                                                                                                        
   , µπορούµε πλέον να 
κατηγοριοποιήσουµε το πρόβληµα  
ως πρόσθεση δύο διανυσµάτων. 

R
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B
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Παράδειγµα Μ3.5 – Λύση (Ανάλυση) 

Αναλύστε το πρόβληµα 
χρησιµοποιώντας τα νέα δεδοµένα για 
τις διανυσµατικές συνιστώσες. 

Η πρώτη µετατόπιση έχει µέτρο 25.0 
km και κατεύθυνση 45.0° κάτω από 
τον θετικό άξονα x. 
Οι συνιστώσες της 
είναι: 

 cos( 45.0 )
(25.0 km)(0.707) = 17.7 km

sin( 45.0 )
(25.0 km)( 0.707) 17.7 km

x

y

A A

A A

= − ° =

= − °

= − = −
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Παράδειγµα Μ3.5 – Λύση (Ανάλυση 2) 

Η δεύτερη µετατόπιση έχει µέτρο      
40.0 km και κατεύθυνση 60.0° βόρεια 
της ανατολής. 

Οι συνιστώσες της 
είναι: cos60.0

(40.0 km)(0.500) = 20.0 km
sin60.0

(40.0 km)(0.866) 34.6 km

x

y

B B

B B

= ° =

= °

= =
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Παράδειγµα Μ3.5 – Λύση (Ανάλυση 3) 

Η αρνητική τιµή της συνιστώσας Ay δείχνει ότι την πρώτη µέρα η πεζοπόρος 
περπατάει προς την κατεύθυνση του αρνητικού άξονα y. 

Τα πρόσηµα των Ax και Ay είναι επίσης προφανή από την εικόνα. 

Τα πρόσηµα των συνιστωσών του B επιβεβαιώνονται και αυτά από την εικόνα. 

 

Ενότητα Μ3.4 



Παράδειγµα Μ3.5 – Λύση (Ανάλυση 4) 

Προσδιορίστε τις συνιστώσες της 
συνισταµένης µετατόπισης της 
πεζοπόρου για όλη τη διαδροµή. 

§  Βρείτε µια σχέση για τη συνισταµένη 
ως συνάρτηση των µοναδιαίων 
διανυσµάτων. 

Οι συνιστώσες της συνισταµένης 
µετατόπισης για όλη τη διαδροµή δίνονται 
από τις σχέσεις  

§  Rx = Ax + Bx = 17.7 km + 20.0 km  
= 37.7 km 

§  Ry = Ay + By = -17.7 km + 34.6 km 
= 16.9 km 

Σε µορφή µοναδιαίων διανυσµάτων 

 ˆ ˆR = (37.7  + 16.9 ) kmi j
r
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Παράδειγµα Μ3.5 – Λύση (Ολοκλήρωση) 

Η συνισταµένη έχει µέτρο 41.3 km και 
κατεύθυνση 24.1° βόρεια της ανατολής. 

Οι µονάδες του      είναι τα km. Αυτό 
είναι λογικό για ένα διάνυσµα 
µετατόπισης. 

Από τη γραφική αναπαράσταση, 
εκτιµούµε ότι η τελική θέση της 
πεζοπόρου είναι (38 km, 17 km), κάτι 
που συµφωνεί µε τις συνιστώσες της 
συνισταµένης. 

 

R
r
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Παράδειγµα Μ3.5 – Λύση (Ολοκλήρωση) (συνέχεια) 

Επίσης, και οι δύο συνιστώσες της συνισταµένης είναι θετικές. Άρα, η τελική θέση 
βρίσκεται στο πρώτο τεταρτηµόριο του συστήµατος συντεταγµένων. 

§  Αυτό συµφωνεί και µε την εικόνα. 

Ενότητα Μ3.4 


