
Κεφάλαιο M11 
Στροφορµή 



Στροφορµή 

Η στροφορµή παίζει σηµαντικό ρόλο στη δυναµική των περιστροφών. 

Αρχή διατήρησης της στροφορµής 

§  Η αρχή αυτή είναι ανάλογη µε την αρχή διατήρησης της ορµής. 

§  Σύµφωνα µε την αρχή αυτή, η στροφορµή ενός αποµονωµένου συστήµατος 
είναι σταθερή. 
§  Ένα σύστηµα θεωρείται αποµονωµένο ως προς τη στροφορµή όταν δεν ασκούνται 
εξωτερικές ροπές σε αυτό. 

Η αρχή διατήρησης της στροφορµής είναι µια θεµελιώδης αρχή της φυσικής. 

§  Ισχύει τόσο σε σχετικιστικά όσο και σε κβαντικά συστήµατα. 

 

Εισαγωγή 



Διανυσµατικό γινόµενο 

Σε κάποιες περιπτώσεις, το γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι και αυτό διάνυσµα. 

§  Σε προηγούµενα κεφάλαια εξετάσαµε την περίπτωση κατά την οποία το 
γινόµενο δύο διανυσµάτων είναι βαθµωτό µέγεθος. 
§  Ονοµάσαµε το γινόµενο αυτό εσωτερικό γινόµενο. 

Το διανυσµατικό γινόµενο δύο διανυσµάτων ονοµάζεται και εξωτερικό γινόµενο. 

Ενότητα Μ11.1 



Διανυσµατικό γινόµενο και ροπή 

Η διεύθυνση του διανύσµατος της 
ροπής είναι κάθετη στο επίπεδο που 
ορίζουν το διάνυσµα της θέσης και το 
διάνυσµα της δύναµης 

  

Η ροπή είναι το διανυσµατικό (ή 
εξωτερικό) γινόµενο των διανυσµάτων 
της θέσης και της δύναµης.	
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Για δύο οποιαδήποτε διανύσµατα      και     : 

Το διανυσµατικό (εξωτερικό) γινόµενο των      και      είναι ένα τρίτο διάνυσµα, το                    

                   . 

Το µέτρο του διανύσµατος C είναι AB sin θ.	



§  θ  είναι η γωνία που σχηµατίζεται µεταξύ των    και    .	



Διανυσµατικό γινόµενο – Ορισµός 
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Περισσότερα για το διανυσµατικό γινόµενο 

Η ποσότητα AB sin θ  ισούται µε το 
εµβαδόν του παραλληλογράµµου που 
σχηµατίζουν τα               . 

Η διεύθυνση του      είναι κάθετη στο 
επίπεδο που σχηµατίζουν τα               .                                                                                                              

Ο καλύτερος τρόπος για να 
προσδιορίσουµε την κατεύθυνση του 
διανύσµατος     είναι να 
χρησιµοποιήσουµε τον κανόνα του 
δεξιού χεριού. 
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Ενότητα Μ11.1 
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Ιδιότητες του διανυσµατικού γινοµένου 

Στο διανυσµατικό γινόµενο δεν ισχύει η αντιµεταθετική ιδιότητα. Η σειρά 
µε την οποία πολλαπλασιάζουµε τα δύο διανύσµατα έχει σηµασία. 
§  Για να λάβετε υπόψη τη σειρά, θυµηθείτε ότι                          .  

Αν το      είναι παράλληλο µε το      (θ  = 0o ή 180o), τότε 

§  Άρα,                  . 

Αν το      είναι κάθετο στο     , τότε                      . 

Στο διανυσµατικό γινόµενο ισχύει η επιµεριστική ιδιότητα. 
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Ενότητα Μ11.1 
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Ιδιότητες του διανυσµατικού γινοµένου (τελική διαφάνεια) 

Η παράγωγος του διανυσµατικού γινοµένου ως προς µια µεταβλητή, όπως ο 
χρόνος t, είναι  

 

 

Είναι σηµαντικό να τηρούµε τη σειρά των παραγόντων του γινοµένου. 

( )d d d
dt dt dt
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Ενότητα Μ11.1 



Διανυσµατικά γινόµενα µοναδιαίων διανυσµάτων 
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Πρόσηµα των διανυσµατικών γινοµένων 

Στα διανυσµατικά γινόµενα, τα πρόσηµα µπορούν να αλλάξουν θέση: 

§     

§  και  
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Χρήση οριζουσών 

Το διανυσµατικό γινόµενο µπορεί να εκφραστεί σε µορφή ορίζουσας ως 

 

 

 

Αν αναπτύξουµε τις ορίζουσες, παίρνουµε τη σχέση 
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Ενότητα Μ11.1 



Παράδειγµα διανυσµατικού γινοµένου 

Δίνονται τα διανύσµατα 

Βρείτε το  

Αποτέλεσµα  
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Παράδειγµα διανύσµατος ροπής 

Δίνονται η δύναµη και η θέση: 

 

 

Βρείτε την παραγόµενη ροπή. 
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Ενότητα Μ11.1 



Στροφορµή 

Θεωρήστε ένα σωµατίδιο µάζας m που έχει διάνυσµα θέσης      και κινείται µε 
ορµή    .  

Βρείτε τη συνισταµένη ροπή. 

 

 

 

 

 

Η εξίσωση µοιάζει πολύ µε την εξίσωση της συνισταµένης δύναµης ως 
συνάρτηση της ορµής. Αυτό συµβαίνει επειδή η ροπή στην περιστροφική 
κίνηση έχει τον ίδιο ρόλο µε τη δύναµη στη µεταφορική κίνηση. 
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Προσθέτουµε τον όρο επειδή είναι ίσος µε 0
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Ενότητα Μ11.2 



Στροφορµή (συνέχεια) 

Η στιγµιαία στροφορµή ενός σωµατιδίου 
ως προς την αρχή των αξόνων Ο ορίζεται 
ως το διανυσµατικό γινόµενο του 
διανύσµατος της στιγµιαίας θέσης του 
σωµατιδίου και της στιγµιαίας ορµής του. 
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Ενότητα Μ11.2 



Ροπή και στροφορµή 

Υπάρχει µια σχέση που συνδέει τη ροπή µε τη στροφορµή. 
§  Είναι παρόµοια µε τη σχέση που συνδέει τη δύναµη µε την ορµή. 

Η ροπή που δέχεται ένα σωµατίδιο ισούται µε τον ρυθµό µεταβολής της 
στροφορµής του. 

Στην περιστροφική κίνηση, η παραπάνω εξίσωση είναι ανάλογη µε τον δεύτερο 
νόµο του Νεύτωνα. 

§  Τα                      πρέπει να θεωρούνται ως προς τον ίδιο άξονα. 

§  Η σχέση ισχύει για κάθε σταθερή αρχή ενός αδρανειακού συστήµατος 
αναφοράς. 
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Περισσότερα για τη στροφορµή 

Στο σύστηµα SI, η στροφορµή έχει µονάδες (kg.m2)/ s. 
Το µέτρο και η διεύθυνση της στροφορµής εξαρτώνται από την επιλογή του 
άξονα. 

Το µέτρο της στροφορµής είναι L = mvr sin φ 

§  φ  είναι η γωνία µεταξύ των διανυσµάτων      και    .  
Η διεύθυνση της στροφορµής       είναι κάθετη στο επίπεδο που ορίζουν τα 

   και     . 
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Ενότητα Μ11.2 



Στροφορµή σωµατιδίου – Παράδειγµα 

Το διάνυσµα                έχει φορά από το 
διάγραµµα προς τα έξω. 
Το µέτρο του είναι  

L = mvr sin 90o = mvr 

§  Χρησιµοποιούµε το sin 90o επειδή 
τα v και r είναι κάθετα µεταξύ τους. 

Ένα σωµατίδιο που εκτελεί οµαλή 
κυκλική κίνηση έχει σταθερή 
στροφορµή ως προς τον άξονα που 
διέρχεται από το κέντρο της τροχιάς 
του. 

= ×L r p
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Ενότητα Μ11.2 



Στροφορµή ενός συστήµατος σωµατιδίων 

Η συνολική στροφορµή ενός συστήµατος σωµατιδίων ορίζεται ως το 
διανυσµατικό άθροισµα της στροφορµής των µεµονωµένων σωµατιδίων. 

  
Αν παραγωγίσουµε την εξίσωση ως προς τον χρόνο, θα πάρουµε 
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Ενότητα Μ11.2 



Στροφορµή ενός συστήµατος σωµατιδίων (συνέχεια) 

Οι ροπές που σχετίζονται µε τις εσωτερικές δυνάµεις ενός συστήµατος 
σωµατιδίων είναι µηδενικές. 

 

Άρα,  

§  Η συνισταµένη εξωτερική ροπή που ασκείται σε ένα σύστηµα ως προς έναν 
άξονα, ο οποίος διέρχεται από την αρχή ενός αδρανειακού συστήµατος 
αναφοράς, ισούται µε τον ρυθµό µεταβολής της συνολικής στροφορµής του 
συστήµατος ως προς αυτή την αρχή. 

Η παραπάνω εξίσωση αναπαριστά µαθηµατικά το µοντέλο του µη 
αποµονωµένου συστήµατος ως προς τη στροφορµή. 

Αν αναδιατάξουµε την εξίσωση, θα πάρουµε                              . 

Η σχέση αυτή είναι το θεώρηµα ώθησης-στροφορµής. 
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Ενότητα Μ11.2 



Στροφορµή ενός συστήµατος σωµατιδίων (τελική διαφάνεια) 

Η συνισταµένη ροπή που ασκείται σε ένα σύστηµα ως προς έναν άξονα, ο 
οποίος διέρχεται από το κέντρο µάζας του συστήµατος, ισούται µε τον ρυθµό 
µεταβολής της στροφορµής του συστήµατος, ανεξάρτητα από την κίνηση του 
κέντρου µάζας. 

§  Αυτό ισχύει ακόµα και στην περίπτωση που το κέντρο µάζας πραγµατοποιεί 
επιταχυνόµενη κίνηση, µε την προϋπόθεση ότι η ροπή και η στροφορµή 
υπολογίζονται ως προς το κέντρο µάζας. 

Ενότητα Μ11.2 



Σύστηµα σωµάτων – Παράδειγµα 
Τα σώµατα συνδέονται µε ένα αβαρές 
σκοινί το οποίο διέρχεται από µια 
τροχαλία. Βρείτε τη µεταφορική 
επιτάχυνση. 

Μοντελοποίηση 

§  Η σφαίρα πέφτει, η τροχαλία 
περιστρέφεται και ο κύβος 
ολισθαίνει. 

§  Χρησιµοποιήστε τις έννοιες της 
στροφορµής και της ροπής. 

Ενότητα Μ11.2 



Σύστηµα σωµάτων – Παράδειγµα (συνέχεια) 

Κατηγοριοποίηση 
§  Ο κύβος, η τροχαλία, και η σφαίρα αποτελούν ένα µη αποµονωµένο σύστηµα. 

§  Το σύστηµα δέχεται µια εξωτερική ροπή την οποία δηµιουργεί η βαρυτική δύναµη 
που ασκείται στη σφαίρα. 

§  Χρησιµοποιήστε έναν άξονα που συµπίπτει µε τον άξονα της τροχαλίας. 
§  Η στροφορµή του συστήµατος αποτελείται από τη στροφορµή δύο σωµάτων που 
εκτελούν µεταφορική κίνηση και ενός σώµατος που περιστρέφεται. 

Ανάλυση 
§  Σε κάθε χρονική στιγµή, η σφαίρα και ο κύβος έχουν κοινή ταχύτητα v. 
§  Γράψτε τις σχέσεις για τη συνολική στροφορµή και τη συνισταµένη εξωτερική 
ροπή. 

§  Λύστε την εξίσωση ως προς τη µεταφορική επιτάχυνση. 

Ενότητα Μ11.2 



Σύστηµα σωµάτων – Παράδειγµα (τελική διαφάνεια) 

Ολοκλήρωση 

§  Κατά την ανάλυση θεωρήσαµε το σύστηµα συνολικά ώστε να αγνοήσουµε 
τις εσωτερικές δυνάµεις. 

§  Μας ενδιαφέρουν µόνο οι εξωτερικές δυνάµεις. 
§  Μόνο οι εξωτερικές ροπές προκαλούν µεταβολή της στροφορµής του συστήµατος. 

Ενότητα Μ11.2 



Στροφορµή περιστρεφόµενου άκαµπτου σώµατος 

Τα άκαµπτα σώµατα είναι µη 
παραµορφώσιµα συστήµατα. 

Κάθε σωµατίδιο του σώµατος 
περιστρέφεται στο επίπεδο xy γύρω 
από τον άξονα z µε γωνιακή ταχύτητα 
µέτρου ω. 

Η στροφορµή ενός µεµονωµένου 
σωµατιδίου είναι Li = mi ri

2ω. 

Τα     και      έχουν τη διεύθυνση του 
άξονα z. 
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Ενότητα Μ11.3 



Στροφορµή περιστρεφόµενου άκαµπτου σώµατος (συνέχεια) 

Για να βρούµε τη στροφορµή ολόκληρου του σώµατος, προσθέτουµε τις 
στροφορµές όλων των µεµονωµένων σωµατιδίων. 

 

Με παραγώγιση παίρνουµε τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα για την περιστροφή. 

 

 

Η εξίσωση αυτή αναπαριστά µαθηµατικά το µοντέλο ανάλυσης του άκαµπτου 
σώµατος υπό την επίδραση ροπής. 
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Στροφορµή περιστρεφόµενου άκαµπτου σώµατος (τελική διαφάνεια) 

Ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα για την περιστροφή ισχύει και για άκαµπτα 
σώµατα που περιστρέφονται γύρω από έναν κινούµενο άξονα υπό την 
προϋπόθεση ότι ο άξονας αυτός: 

§  (1) διέρχεται από το κέντρο µάζας 

§  (2) είναι άξονας συµµετρίας 

Αν ένα συµµετρικό σώµα περιστρέφεται γύρω από έναν σταθερό άξονα που 
διέρχεται από το κέντρο µάζας του, ισχύει η διανυσµατική µορφή της εξίσωσης:  

§  Όπου      είναι η συνολική στροφορµή του σώµατος ως προς τον άξονα 
περιστροφής. 

Ο δεύτερος νόµος του Νεύτωνα για την περιστροφή ισχύει για οποιοδήποτε 
σώµα, ανεξάρτητα από τη συµµετρία του, αν το       συµβολίζει τη συνιστώσα της 
στροφορµής κατά µήκος του άξονα περιστροφής. 
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Στροφορµή µιας µπάλας του µπόουλιγκ 

Η ροπή αδράνειας της µπάλας είναι 
2/5MR 2. 

Η στροφορµή της µπάλας είναι Lz = Iω. 

Το διάνυσµα της στροφορµής έχει τη 
θετική κατεύθυνση του άξονα z.	



 

Ενότητα Μ11.3 



Διατήρηση της στροφορµής 

Η συνολική στροφορµή ενός συστήµατος έχει σταθερό µέτρο και κατεύθυνση αν 
η συνισταµένη εξωτερική ροπή που ασκείται στο σύστηµα είναι µηδενική. 

§  Συνισταµένη ροπή = 0 σηµαίνει ότι το σύστηµα είναι αποµονωµένο. 

§  Σε αυτή την αρχή βασίζεται το µοντέλο του αποµονωµένου συστήµατος ως 
προς τη στροφορµή. 

  

Για ένα σύστηµα σωµατιδίων,  

r r r
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Διατήρηση της στροφορµής (συνέχεια) 

Αν ένα αποµονωµένο περιστρεφόµενο σύστηµα είναι παραµορφώσιµο, δηλαδή η 
µάζα του ανακατανέµεται, τότε η ροπή αδράνειας του συστήµατος µεταβάλλεται. 

§  Για να διατηρηθεί η στροφορµή απαιτείται µια αντισταθµιστική µεταβολή της 
γωνιακής ταχύτητας. 

§  Ii ωi  = If ωf  = σταθερή 
§  Η σχέση αυτή ισχύει τόσο για την περιστροφή γύρω από έναν σταθερό άξονα όσο 
και για την περιστροφή γύρω από έναν άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο 
µάζας ενός κινούµενου συστήµατος. 

§  Σε κάθε περίπτωση, η συνισταµένη ροπή πρέπει να είναι µηδενική. 

Ενότητα Μ11.4 



Αρχή διατήρησης – Σύνοψη 

Για ένα αποµονωµένο σύστηµα, 

(1) Διατήρηση της ενέργειας:  

§  Ei  = Ef 

§  Αν δεν µεταφέρεται ενέργεια µέσω του ορίου του συστήµατος. 

(2) Διατήρηση της ορµής:  

§    

§  Αν η συνισταµένη εξωτερική δύναµη που ασκείται στο σύστηµα είναι µηδενική. 

(3) Διατήρηση της στροφορµής: 

§    

§  Αν η συνισταµένη εξωτερική ροπή που ασκείται στο σύστηµα είναι µηδενική. 

i f=p p
r r

i f=L L
r r

Ενότητα Μ11.4 



Αρχές διατήρησης – Σηµειώσεις 

Ένα σύστηµα µπορεί να είναι αποµονωµένο ως προς ένα από αυτά τα µεγέθη, 
αλλά όχι ως προς κάποιο άλλο. 

§  Για παράδειγµα, ένα σύστηµα το οποίο δεν είναι αποµονωµένο ως προς την 
ορµή, συχνά δεν είναι αποµονωµένο και ως προς την ενέργεια επειδή σε 
αυτό ασκείται µια συνισταµένη δύναµη ή ροπή. 

§  Υπάρχουν συστήµατα που δεν είναι αποµονωµένα ως προς την ενέργεια, 
αλλά είναι αποµονωµένα ως προς την ορµή. 

§  Συχνά, οι κρούσεις είναι αποµονωµένες ως προς την ορµή αλλά δεν είναι 
αποµονωµένες ως προς την ενέργεια. 

Ενότητα Μ11.4 



Διατήρηση της στροφορµής: Το καρουσέλ 

Η ροπή αδράνειας του συστήµατος ισούται 
µε τη ροπή αδράνειας της πλατφόρµας συν 
τη ροπή αδράνειας του ανθρώπου. 

§  Μοντελοποιούµε τον άνθρωπο ως 
σωµατίδιο. 

Καθώς ο άνθρωπος περπατά προς το 
κέντρο της περιστρεφόµενης πλατφόρµας, 
το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας του 
συστήµατος αυξάνεται. 

§  Έτσι, η στροφορµή του συστήµατος 
παραµένει σταθερή. 

Το σύστηµα είναι αποµονωµένο ως προς τη 
στροφορµή. 

§  Το σύστηµα είναι αποµονωµένο ως 
προς την ενέργεια, αλλά δυναµική 
ενέργεια µετατρέπεται σε κινητική. 

Ενότητα Μ11.4 



Γυροσκοπική κίνηση 

Οι µόνες εξωτερικές δυνάµεις που 
δέχεται η σβούρα είναι η κάθετη 
δύναµη και η βαρυτική δύναµη. 

Η στροφορµή έχει τη διεύθυνση του 
άξονα συµµετρίας. 

Σύµφωνα µε τον κανόνα του δεξιού 
χεριού, το διάνυσµα της ροπής 
βρίσκεται στο επίπεδο xy. 

Mτ = × = ×r F r g
rr r rr

Ενότητα Μ11.5 



Γυροσκοπική κίνηση (συνέχεια) 

Η συνισταµένη ροπή και η στροφορµή συνδέονται µέσω της σχέσης: 

 

 

§ Η ροπή προκαλεί µεταβολή της στροφορµής. 

§ Η µεταβολή της στροφορµής προκαλεί µετάπτωση ως προς τον άξονα z. 

§ Η διεύθυνση του διανύσµατος της στροφορµής µεταβάλλεται. 

§ Η µεταπτωτική κίνηση είναι η κίνηση του άξονα συµµετρίας ως προς την 
κατακόρυφο. 

§ Η κίνηση αυτή είναι συνήθως αργή σε σχέση µε την περιστροφική κίνηση της 
σβούρας. 

=∑
r
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Ενότητα Μ11.5 



Γυροσκόπιο 

Μπορούµε να δούµε τη µεταπτωτική 
κίνηση µελετώντας ένα γυροσκόπιο. 

Η βαρυτική δύναµη προκαλεί ροπή ως 
προς το σηµείο περιστροφής, µε 
διεύθυνση κάθετη στον άξονα του 
γυροσκοπίου. 

Η κάθετη δύναµη δεν προκαλεί ροπή. 

 

Ενότητα Μ11.5 



Γυροσκόπιο (συνέχεια) 

Η ροπή προκαλεί µεταβολή της 
στροφορµής σε µια διεύθυνση κάθετη 
στον άξονα του γυροσκοπίου. 

§  Ο άξονας στρέφεται κατά µια γωνία 
dφ σε χρονικό διάστηµα dt. 

Δεν µεταβάλλεται το µέτρο του 
διανύσµατος της στροφορµής αλλά η 
διεύθυνσή του. 

Το γυροσκόπιο εκτελεί µεταπτωτική 
κίνηση. 

 

 



Γυροσκόπιο (τελική διαφάνεια) 

Για να απλοποιήσουµε την περιγραφή, υποθέτουµε ότι η στροφορµή που 
οφείλεται στην κίνηση του κέντρου µάζας γύρω από το σηµείο περιστροφής είναι 
µηδενική. 

§  Άρα, η συνολική στροφορµή προκαλείται µόνο από την περιστροφή. 

§  Αυτή η προσέγγιση είναι καλή όταν η γωνιακή ταχύτητα       έχει µεγάλη τιµή. ω
r

Ενότητα Μ11.5 



Συχνότητα µετάπτωσης 

Από το τρίγωνο των διανυσµάτων στην Εικ. Μ11.14γ, µπορούµε να βρούµε ότι ο 
άξονας του γυροσκοπίου περιστρέφεται γύρω από τον κατακόρυφο άξονα µε 

 

 

§  Το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας ωp ονοµάζεται συχνότητα µετάπτωσης. 
§  Αυτό ισχύει µόνο όταν ωp << ω. 

 

= = KM
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Ενότητα Μ11.5 



Γυροσκόπια σε διαστηµόπλοια 

Η στροφορµή του διαστηµοπλοίου ως 
προ τος κέντρο µάζας του είναι 
µηδενική. 

Το γυροσκόπιο περιστρέφεται, µε 
αποτέλεσµα η στροφορµή του 
διαστηµοπλοίου να µην είναι πλέον 
µηδενική. 

Το διαστηµόπλοιο περιστρέφεται µε 
κατεύθυνση αντίθετη από αυτή του 
γυροσκοπίου. 

Έτσι, η συνολική στροφορµή του 
συστήµατος παραµένει µηδενική. 

Ενότητα Μ11.5 



Νέο µοντέλο ανάλυσης – Μη αποµονωµένο σύστηµα 

Μη αποµονωµένο σύστηµα ως προς τη 
στροφορµή 

§  Αν ένα σύστηµα αλληλεπιδρά µε το 
περιβάλλον του, µε την έννοια ότι 
ασκείται µια εξωτερική ροπή σε 
αυτό, τότε η συνισταµένη 
εξωτερική ροπή που ασκείται στο 
σύστηµα ισούται µε τον ρυθµό 
µεταβολής της στροφορµής του: 
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Σύνοψη 



Νέο µοντέλο ανάλυσης – Αποµονωµένο σύστηµα 

Αποµονωµένο σύστηµα ως προς τη 
στροφορµή 

§  Αν σε ένα σύστηµα δεν ασκείται 
εξωτερική ροπή από το περιβάλλον, 
τότε η συνολική στροφορµή του 
συστήµατος διατηρείται. 

  

Η εφαρµογή της αρχής διατήρησης της 
στροφορµής σε ένα σύστηµα µε 
µεταβαλλόµενη ροπή αδράνειας δίνει 
§  Iiωi = Ifωf = σταθερή 

i f=L L
r r

Σύνοψη 


