
Κεφάλαιο Μ10   
Περιστροφή άκαµπτου σώµατος γύρω από σταθερό άξονα 



Άκαµπτο σώµα 

Τα µοντέλα ανάλυσης που παρουσιάσαµε µέχρι τώρα δεν µπορούν να 
χρησιµοποιηθούν για την ανάλυση όλων των κινήσεων. 

Μπορούµε να αναλύσουµε την κίνηση ενός µη σηµειακού σώµατος µοντελοποιώντας 
το ως σύστηµα πολλών σωµατιδίων. 

§  Η ανάλυση απλοποιείται αν υποθέσουµε ότι το σώµα είναι άκαµπτο. 

Ένα άκαµπτο σώµα δεν είναι παραµορφώσιµο. 

§  Οι σχετικές θέσεις όλων των σωµατιδίων που αποτελούν το σώµα παραµένουν 
σταθερές. 

§  Όλα τα πραγµατικά σώµατα παραµορφώνονται σε κάποιο βαθµό, αλλά το 
µοντέλο του άκαµπτου σώµατος είναι χρήσιµο σε πολλές περιπτώσεις όπου η 
παραµόρφωση είναι αµελητέα. 

Σε αυτό το κεφάλαιο, θα παρουσιάσουµε µία νέα κατηγορία µοντέλων ανάλυσης, τα 
οποία βασίζονται στο µοντέλο του άκαµπτου σώµατος. 

Εισαγωγή 



Γωνιακή θέση 

Ο άξονας περιστροφής είναι το κέντρο του 
δίσκου. 

Επιλέγουµε µια σταθερή ευθεία αναφοράς. 

Το σηµείο Σ βρίσκεται σε σταθερή απόσταση 
r από την αρχή των συντεταγµένων. 

§  Μοντελοποιούµε ένα µικρό στοιχείο του 
δίσκου ως σωµατίδιο στο σηµείο Σ. 

Μας διευκολύνει να προσδιορίσουµε τη θέση 
του Σ (ή οποιουδήποτε άλλου σηµείου) 
χρησιµοποιώντας πολικές συντεταγµένες. 

Το Σ έχει συντεταγµένες (r, θ), όπου r είναι η 
απόσταση του Σ από την αρχή των αξόνων 
και η γωνία θ µετριέται αριστερόστροφα από 
µια ευθεία αναφοράς σταθερή στον χώρο. 

Ενότητα  Μ10.1 



Γωνιακή θέση (συνέχεια) 

Καθώς το σωµατίδιο κινείται, 
µεταβάλλεται µόνο η συντεταγµένη θ.	



Καθώς το σωµατίδιο κινείται κυκλικά 
σαρώνοντας γωνία θ, διαγράφει τόξο 
µήκους s. 

Το µήκος του τόξου και η απόσταση r 
συνδέονται µέσω της σχέσης 

§  s = θr 
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Ακτίνιο 

Η σχέση αυτή µπορεί να γραφτεί ως:  
 

 

Η γωνία θ είναι αδιάστατος αριθµός, αλλά συνηθίζουµε να τη µετράµε σε ακτίνια. 

Το ένα ακτίνιο είναι η επίκεντρος γωνία που αντιστοιχεί σε ένα τόξο κύκλου το 
οποίο έχει µήκος ίσο µε την ακτίνα του κύκλου. 

Στις εξισώσεις της περιστροφικής κίνησης, πρέπει να χρησιµοποιείτε γωνίες 
µετρηµένες σε ακτίνια. 
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Μετατροπές 

Σύγκριση µοιρών µε ακτίνια 
    

 

Μετατροπή µοιρών σε ακτίνια 
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Γωνιακή θέση (τελική διαφάνεια) 

Μπορούµε να συσχετίσουµε τη γωνία θ  µε ολόκληρο το άκαµπτο σώµα, αλλά και 
µε ένα µεµονωµένο σωµατίδιο. 
§  Μην ξεχνάτε ότι κάθε σωµατίδιο του σώµατος διαγράφει την ίδια γωνία. 

Η γωνιακή θέση του άκαµπτου σώµατος ορίζεται από τη γωνία θ  που 
σχηµατίζει η ευθεία αναφοράς που βρίσκεται στο σώµα µε τη σταθερή ευθεία 
αναφοράς στον χώρο. 

§  Ως σταθερή ευθεία αναφοράς στον χώρο συχνά επιλέγεται ο άξονας x. 

Η γωνία θ παίζει τον ίδιο ρόλο στην περιστροφική κίνηση όπως η θέση x στη 
µεταφορική κίνηση. 
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Γωνιακή µετατόπιση 

Η γωνιακή µετατόπιση ορίζεται ως η 
γωνία που σαρώνει το σώµα κατά τη 
διάρκεια ενός χρονικού διαστήµατος. 

 

Αυτή τη γωνία σαρώνει και η ευθεία 
αναφοράς µήκους r. 

f iθ θ θΔ = −
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Μέση γωνιακή ταχύτητα 

Το βαθµωτό µέγεθος της µέσης γωνιακής ταχύτητας ωµέση ενός περιστρεφόµενου 
άκαµπτου σώµατος ορίζεται ως ο λόγος της γωνιακής µετατόπισης προς το 
χρονικό διάστηµα που απαιτήθηκε για να πραγµατοποιηθεί. 
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Μέτρο γωνιακής ταχύτητας 

Το βαθµωτό µέγεθος της στιγµιαίας γωνιακής ταχύτητας, ή µέτρο γωνιακής ταχύτητας, 
ορίζεται ως το όριο του βαθµωτού µεγέθους της µέσης γωνιακής ταχύτητας καθώς το 
Δt τείνει στο µηδέν. 

 

 

Το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας είναι αντίστοιχο µε το βαθµωτό µέγεθος της 
µεταφορικής ταχύτητας (ή µέτρο ταχύτητας). 

Οι µονάδες του µέτρου της γωνιακής ταχύτητας είναι τα ακτίνια/δευτερόλεπτο. 

§  rad/s ή s-1 επειδή τα ακτίνια δεν έχουν διαστάσεις 

Το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας είναι θετικό όταν η γωνία θ αυξάνεται 
(αριστερόστροφη περιστροφή). 

Το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας είναι αρνητικό όταν η γωνία θ µειώνεται 
(δεξιόστροφη περιστροφή). 
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Μέτρο γωνιακής επιτάχυνσης 

Το βαθµωτό µέγεθος της µέσης γωνιακής επιτάχυνσης α µέση ενός σώµατος 
ορίζεται ως ο λόγος της µεταβολής του βαθµωτού µεγέθους της γωνιακής 
ταχύτητας προς το χρονικό διάστηµα στο οποίο συµβαίνει η µεταβολή. 

 

 

Το βαθµωτό µέγεθος της στιγµιαίας γωνιακής επιτάχυνσης, ή µέτρο γωνιακής 
επιτάχυνσης, ορίζεται ως το όριο του βαθµωτού µεγέθους της µέσης γωνιακής 
επιτάχυνσης καθώς το Δt τείνει στο 0. 
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Μέτρο γωνιακής επιτάχυνσης (συνέχεια) 

Το µέτρο της γωνιακής επιτάχυνσης α είναι ανάλογο µε το βαθµωτό µέγεθος της 
µεταφορικής επιτάχυνσης (ή µέτρο επιτάχυνσης). 

Οι µονάδες του α είναι τα rad/s² ή s-2 επειδή τα ακτίνια δεν έχουν διαστάσεις. 

Το α είναι θετικό όταν ένα σώµα που περιστρέφεται αριστερόστροφα επιταχύνει. 

Το α είναι επίσης θετικό όταν ένα σώµα που περιστρέφεται δεξιόστροφα 
επιβραδύνει. 
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Περιστροφική κίνηση, γενικές σηµειώσεις 

Όταν ένα άκαµπτο σώµα περιστρέφεται γύρω από έναν σταθερό άξονα, όλα τα 
σωµατίδια του σώµατος σαρώνουν την ίδια γωνία σε ένα δεδοµένο χρονικό 
διάστηµα και έχουν γωνιακή ταχύτητα ίδιου µέτρου και γωνιακή επιτάχυνση ίδιου 
µέτρου. 

§  Άρα τα µεγέθη θ, ω, και α χαρακτηρίζουν τόσο την κίνηση ολόκληρου του 
άκαµπτου σώµατος όσο και των µεµονωµένων σωµατιδίων του. 
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Κατευθύνσεις, λεπτοµέρειες 

Όπως προαναφέραµε, τα βαθµωτά 
µεγέθη ω και α είναι τα µέτρα των 
διανυσµάτων της γωνιακής ταχύτητας και 
της γωνιακής επιτάχυνσης αντίστοιχα. 

Οι κατευθύνσεις αυτών των διανυσµάτων 
δίνονται από τον κανόνα του δεξιού 
χεριού. 
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Υποδείξεις για την επίλυση προβληµάτων 

Οι τεχνικές επίλυσης προβληµάτων είναι παρόµοιες µε αυτές που 
χρησιµοποιούνται στα προβλήµατα µεταφορικής κίνησης. 

§  Για σταθερή γωνιακή επιτάχυνση, οι τεχνικές είναι παρόµοιες µε αυτές που 
χρησιµοποιούνται για τη σταθερή µεταφορική επιτάχυνση. 

Υπάρχουν κάποιες διαφορές που πρέπει να λάβουµε υπόψη. 

§  Στην περιστροφική κίνηση, πρέπει να ορίσουµε έναν άξονα περιστροφής. 
§  Η επιλογή του άξονα είναι αυθαίρετη. 

§  Κατά την επίλυση του προβλήµατος πρέπει να χρησιµοποιείται πάντα ο άξονας 
που έχει επιλεγεί. 

§  Η επίλυση µερικών προβληµάτων απλοποιείται µε την επιλογή ενός φυσικού 
άξονα. 

§  Το σώµα επανέρχεται διαρκώς στον αρχικό προσανατολισµό του, οπότε 
µπορούµε να βρούµε τον αριθµό των περιστροφών του σώµατος. 
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Περιστροφική κινηµατική 

Για σταθερή γωνιακή επιτάχυνση, µπορούµε να περιγράψουµε την κίνηση του 
άκαµπτου σώµατος χρησιµοποιώντας εξισώσεις της κινηµατικής. 

§  Οι εξισώσεις αυτές είναι παρόµοιες µε τις εξισώσεις της κινηµατικής για τη 
µεταφορική κίνηση. 

§  Οι εξισώσεις της περιστροφικής κίνησης έχουν την ίδια µαθηµατική µορφή µε 
τις εξισώσεις της µεταφορικής κίνησης. 

Το νέο µοντέλο είναι το µοντέλο του άκαµπτου σώµατος µε σταθερή γωνιακή 
επιτάχυνση. 

§  Είναι αντίστοιχο µε το µοντέλο του σωµατιδίου µε σταθερή επιτάχυνση. 
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Εξισώσεις της περιστροφικής κινηµατικής 

Οι εξισώσεις της κινηµατικής για το 
άκαµπτο σώµα µε σταθερή γωνιακή 
επιτάχυνση έχουν την ίδια µαθηµατική 
µορφή µε τις εξισώσεις για το 
σωµατίδιο µε σταθερή επιτάχυνση. 

Οι αντιστοιχίες των µεταβλητών µεταξύ 
των εξισώσεων της µεταφορικής 
κίνησης και των εξισώσεων της 
περιστροφικής κίνησης είναι 
§  x → θ 

§  v → ω 

§  α → α 
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Σύγκριση εξισώσεων περιστροφικής και µεταφορικής κίνησης 

Ενότητα  Μ10.2 



Σχέση µεταξύ γωνιακών και γραµµικών µεγεθών 

Κάθε σηµείο του περιστρεφόµενου σώµατος εκτελεί την ίδια περιστροφική 
κίνηση, αλλά όχι την ίδια µεταφορική κίνηση. 

Μετατοπίσεις 

§  s = θr 

Μέτρα ταχυτήτων 

§  v = ωr   

Μέτρα επιταχύνσεων 

§  α = αr  
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Μέτρο ταχύτητας – Λεπτοµέρειες 

Η γραµµική ταχύτητα (velocity) εφάπτεται 
πάντα στην κυκλική τροχιά. 

§  Η ταχύτητα αυτή ονοµάζεται  
εφαπτοµενική ταχύτητα. 

Το µέτρο της εφαπτοµενικής ταχύτητας είναι 

 

 

Επειδή το r δεν είναι ίδιο για όλα τα σηµεία 
του σώµατος, το µέτρο της εφαπτοµενικής 
ταχύτητας κάθε σηµείου δεν είναι ίδιο. 

Το µέτρο της εφαπτοµενικής ταχύτητας 
αυξάνεται όσο αυξάνεται η απόσταση από το 
κέντρο περιστροφής. 

 

ds dv r r
dt dt

θ
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Επιτάχυνση – Λεπτοµέρειες 

Η εφαπτοµενική επιτάχυνση είναι η 
παράγωγος της εφαπτοµενικής 
ταχύτητας. 

 
= = =t
dv dr r
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Μέτρο ταχύτητας και επιτάχυνση – Σηµείωση 

Όλα τα σηµεία του άκαµπτου σώµατος έχουν γωνιακή ταχύτητα ίδιου µέτρου, 
αλλά όχι εφαπτοµενική ταχύτητα ίδιου µέτρου. 

Όλα τα σηµεία του άκαµπτου σώµατος έχουν ίδια γωνιακή επιτάχυνση, αλλά όχι 
ίδια εφαπτοµενική επιτάχυνση. 

Τα εφαπτοµενικά µεγέθη εξαρτώνται από την απόσταση r, η οποία δεν είναι ίδια 
για όλα τα σηµεία του σώµατος. 
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Κεντροµόλος επιτάχυνση 

Ένα σώµα το οποίο διαγράφει κυκλική τροχιά µε ταχύτητα σταθερού µέτρου έχει 
πάντοτε επιτάχυνση. 

§  Εποµένως, όλα τα σηµεία ενός περιστρεφόµενου άκαµπτου σώµατος έχουν 
κεντροµόλο επιτάχυνση. 

= =
2

2
C

v r
r

ωα
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Συνολική επιτάχυνση 

Η εφαπτοµενική συνιστώσα της επιτάχυνσης προκαλείται από τη µεταβολή του 
µέτρου της ταχύτητας. 

Η κεντροµόλος συνιστώσα της επιτάχυνσης προκαλείται από τη µεταβολή της 
κατεύθυνσης. 

Μπορούµε να υπολογίσουµε τη συνολική επιτάχυνση από αυτές τις συνιστώσες: 
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Παράδειγµα περιστροφικής κίνησης 

Για να «διαβάσει» µια συσκευή 
αναπαραγωγής έναν ψηφιακό δίσκο 
(CD), το µέτρο της γωνιακής ταχύτητας 
του δίσκου πρέπει να µεταβάλλεται έτσι 
ώστε το µέτρο της εφαπτοµενικής 
ταχύτητας να παραµένει σταθερό  
(vt = ωr). 
§  Τυπικά, το µέτρο ταχύτητας της 
επιφάνειας του δίσκου στο σηµείο 
του συστήµατος λέιζερ-φακού είναι 
1.3 m/s. 

Στα εσωτερικά τµήµατα του δίσκου, το 
µέτρο της γωνιακής ταχύτητας είναι 
µεγαλύτερο από ό,τι στα εξωτερικά. 
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Κινητική ενέργεια περιστροφής 

Ένα σώµα που περιστρέφεται γύρω από έναν σταθερό άξονα µε γωνιακή 
ταχύτητα µέτρου ω έχει κινητική ενέργεια λόγω περιστροφής, παρά το γεγονός 
ότι µπορεί να µην έχει καθόλου µεταφορική κινητική ενέργεια. 

Κάθε σωµατίδιο έχει κινητική ενέργεια 

§  Ki = ½mivi
2 

Εφόσον η εφαπτοµενική ταχύτητα εξαρτάται από την απόσταση r από τον άξονα 
περιστροφής, µπορούµε να αντικαταστήσουµε vi = ωir. 

Ενότητα  Μ10.4 



Κινητική ενέργεια περιστροφής (συνέχεια) 

Η συνολική κινητική ενέργεια περιστροφής ενός άκαµπτου σώµατος ισούται µε το 
άθροισµα των ενεργειών όλων των σωµατιδίων του. 

 

 

 

 

Το µέγεθος I ονοµάζεται ροπή αδράνειας. 
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Κινητική ενέργεια περιστροφής (τελική διαφάνεια) 

Υπάρχει αντιστοιχία ανάµεσα στην κινητική ενέργεια λόγω µεταφορικής κίνησης  
(K = ½mv 2) και στην κινητική ενέργεια λόγω περιστροφικής κίνησης (KR = ½Iω2). 

Η κινητική ενέργεια περιστροφής δεν είναι κάποιο νέο είδος ενέργειας. Η εξίσωσή 
της έχει διαφορετική µορφή, επειδή η ενέργεια αυτή σχετίζεται µε την περιστροφική 
κίνηση των σωµάτων. 

Οι µονάδες της κινητικής ενέργειας περιστροφής είναι τα joule (J). 
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Ροπή αδράνειας 

Η ροπή αδράνειας ορίζεται ως 

 

Οι διαστάσεις της ροπής αδράνειας είναι ML2 και η µονάδα SI είναι το kg.m2. 

Μπορούµε να υπολογίσουµε τη ροπή αδράνειας ενός σώµατος πιο εύκολα αν 
υποθέσουµε ότι αυτό αποτελείται από πολλά στοιχεία µικρής µάζας (ίσης µε Δmi). 
Η µάζα είναι εγγενής ιδιότητα ενός σώµατος, αλλά η ροπή αδράνειας εξαρτάται από 
την επιλογή του άξονα περιστροφής. 

Η ροπή αδράνειας ενός σώµατος είναι ένα µέτρο της τάσης που έχει το σώµα να 
αντιστέκεται στις µεταβολές της περιστροφικής κίνησής του, ακριβώς όπως η µάζα 
ενός σώµατος είναι ένα µέτρο της τάσης που έχει το σώµα να αντιστέκεται στις 
µεταβολές της µεταφορικής κίνησής του. 

§  Η ροπή αδράνειας εξαρτάται από τη µάζα, αλλά και από την κατανοµή της µάζας 
γύρω από τον άξονα περιστροφής. 

2
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Ροπή αδράνειας (συνέχεια) 

Η ροπή αδράνειας ενός συστήµατος µεµονωµένων σωµατιδίων µπορεί να 
υπολογιστεί µε απλό τρόπο, από την εξίσωση ορισµού της. 

Για ένα συνεχές άκαµπτο σώµα, θεωρούµε ότι το σώµα απαρτίζεται από πολλά 
µικρά στοιχεία, καθένα µε µάζα Δmi. 

Ξαναγράφουµε τη σχέση για τη ροπή αδράνειας I συναρτήσει της µάζας Δm. 

 

Χρησιµοποιώντας την παραδοχή των στοιχείων µικρού όγκου, παίρνουµε 

 

Αν η πυκνότητα ρ είναι σταθερή, µπορούµε να υπολογίσουµε το ολοκλήρωµα 
χρησιµοποιώντας τη γεωµετρία του σώµατος. Διαφορετικά, πρέπει να 
γνωρίζουµε τον τρόπο µε τον οποίο µεταβάλλεται η πυκνότητα συναρτήσει της 
θέσης. 

lim 2 2
0im i i

i
I r m r dmΔ →= Δ =∑ ∫

2I r dVρ= ∫
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Σηµειώσεις για τα διάφορα είδη πυκνότητας 

Χωρική πυκνότητα  →  Μάζα ανά µονάδα όγκου: 

ρ = m/V 

Επιφανειακή πυκνότητα  →  Μάζα ανά µονάδα επιφάνειας µιας πλάκας 
σταθερού πάχους, t : 

σ = ρt 

Γραµµική πυκνότητα  →  Μάζα ανά µονάδα µήκους µιας ράβδου µε σταθερό 
εµβαδόν διατοµής:  

λ = m/L = ρΑ 
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Ροπές αδράνειας διαφόρων άκαµπτων σωµάτων 

Ενότητα  Μ10.5 



Ροπή αδράνειας οµογενούς άκαµπτης ράβδου 

Η σκιασµένη περιοχή έχει µάζα 

§  dm = λdx 

Τότε, η ροπή αδράνειας είναι 

 / 22 2
/ 2

21
12

L
y L

MI r dm x dx
L

I ML

−
= =

=

∫ ∫
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Ροπή αδράνειας οµογενούς συµπαγούς κυλίνδρου 

Χωρίζουµε τον κύλινδρο σε οµόκεντρα 
κελύφη µε ακτίνα r, πάχος dr και µήκος 
L. 

dm = ρdV = 2π(ρLr)dr 

Τότε, η ροπή αδράνειας I είναι 

 
( )z

z

I r dm r Lr dr

I MR

2 2

2

2  
1
2

π ρ= =

=

∫ ∫
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Το θεώρηµα των παράλληλων αξόνων 

Στα προηγούµενα παραδείγµατα, ο άξονας περιστροφής ταυτιζόταν µε τον άξονα 
συµµετρίας του σώµατος. 

Όταν επιλέγουµε έναν τυχαίο άξονα, συχνά µπορούµε να απλοποιήσουµε τους 
υπολογισµούς χρησιµοποιώντας το θεώρηµα των παράλληλων αξόνων. 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα των παράλληλων αξόνων: I = IΚΜ + MD 2. 

§  I είναι η ροπή αδράνειας ως προς οποιονδήποτε άξονα παράλληλο προς τον 
άξονα που διέρχεται από το κέντρο µάζας του σώµατος. 

§  IΚΜ είναι η ροπή αδράνειας ως προς τον άξονα που διέρχεται από το κέντρο 
µάζας. 

§  D είναι η απόσταση του τυχαίου άξονα από τον άξονα του κέντρου µάζας. 
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Ροπή αδράνειας µιας ράβδου που περιστρέφεται γύρω από το ένα 
άκρο της – Θεώρηµα των παράλληλων αξόνων (παράδειγµα) 

Η ροπή αδράνειας της ράβδου ως προς 
το κέντρο της είναι 

 

 

Το D είναι ίσο µε ½ L. 

Άρα,  

= 2
ΚM

1
12

I ML

= +

⎛ ⎞
= + =⎜ ⎟
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Ροπή 

Ροπή τ  είναι η τάση που έχει µια δύναµη να περιστρέψει ένα σώµα γύρω από 
κάποιον άξονα. 

§   Η ροπή είναι διάνυσµα, αλλά εδώ θα ασχοληθούµε µόνο µε το µέτρο της: 

§  τ  = rF sin φ = Fd  
§  F είναι η δύναµη. 
§  φ είναι η γωνία που σχηµατίζει η δύναµη µε την κάθετο στον άξονα περιστροφής.	


§  d είναι ο µοχλοβραχίονας της δύναµης. 

§  Η ροπή που ασκείται σε ένα σώµα δεν έχει µοναδική τιµή. 
§  Η τιµή της εξαρτάται από την επιλογή του άξονα περιστροφής. 
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Ροπή (συνέχεια) 

Ο µοχλοβραχίονας d είναι η κάθετη 
απόσταση του άξονα περιστροφής από µια 
ευθεία που εκτείνεται και από τις δύο 
πλευρές του φορέα της δύναµης. 

§  d = r sin Φ 

Η συνιστώσα της δύναµης κατά τη διεύθυνση 
της καθέτου στον άξονα (F cos φ) δεν τείνει 
να προκαλέσει περιστροφή. 

Η ροπή έχει κατεύθυνση. 

§  Αν η δύναµη τείνει να περιστρέψει το σώµα 
αριστερόστροφα, η ροπή είναι θετική. 

§  Αν η δύναµη τείνει να περιστρέψει το σώµα 
δεξιόστροφα, η ροπή είναι αρνητική. 
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Συνισταµένη ροπή 

Η δύναµη        τείνει να περιστρέψει το 
σώµα αριστερόστροφα γύρω από το Ο. 

Η δύναµη        τείνει να περιστρέψει το 
σώµα δεξιόστροφα γύρω από το Ο. 

Στ = τ1 + τ2 = F1d1 – F2d2	
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r
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r
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Ροπή και δύναµη 

Οι δυνάµεις µπορούν να προκαλέσουν µεταβολή στη µεταφορική κίνηση. 

§  Η µεταβολή αυτή περιγράφεται από τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα. 

Οι δυνάµεις µπορούν να προκαλέσουν µεταβολή στην περιστροφική κίνηση. 

§  Ο βαθµός της µεταβολής εξαρτάται από το µέτρο της δύναµης και από τον 
µοχλοβραχίονά της. 

§  Η µεταβολή της περιστροφικής κίνησης εξαρτάται από τη ροπή. 
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Μονάδες µέτρησης της ροπής 

Η µονάδα SI της ροπής είναι το N.m. 

§  Παρότι η ροπή είναι γινόµενο δύναµης επί απόσταση, διαφέρει σηµαντικά 
από το έργο και την ενέργεια. 

§  Η ροπή µετριέται σε N.m. Οι µονάδες της δεν µετατρέπονται σε joule. 
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Ροπή και γωνιακή επιτάχυνση 

Θεωρήστε ένα σωµατίδιο µάζας m που 
διαγράφει κύκλο ακτίνας r  υπό την 
επίδραση µιας εφαπτοµενικής δύναµης. 

Η εφαπτοµενική δύναµη προκαλεί 
εφαπτοµενική επιτάχυνση: 

§  Ft = mαt 

Η ακτινική δύναµη αναγκάζει το 
σωµατίδιο να κινηθεί σε κυκλική τροχιά. 
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Ροπή και γωνιακή επιτάχυνση, σωµατίδιο (συνέχεια) 

Το µέτρο της ροπής που προκαλεί η          σε ένα σωµατίδιο ως προς έναν 
άξονα ο οποίος διέρχεται από το κέντρο του κύκλου είναι 

§  Στ = ΣFt r = (mαt)r 

Το µέτρο της εφαπτοµενικής επιτάχυνσης συνδέεται µε το µέτρο της 
γωνιακής επιτάχυνσης µέσω της σχέσης 

§  Στ = (mαt)r = (mrα)r = (mr2) α 

Εφόσον mr 2 είναι η ροπή αδράνειας του σωµατιδίου, 

§  Στ = Iα 

§  Το µέτρο της ροπής είναι ανάλογο προς το µέτρο της γωνιακής του 
επιτάχυνσης και η σταθερά αναλογίας είναι η ροπή αδράνειας. 

t∑F
r
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Ροπή και γωνιακή επιτάχυνση, επέκταση 

Θεωρήστε ότι το σώµα αποτελείται από 
άπειρο πλήθος στοιχείων µάζας dm µε 
απειροστό µέγεθος. 

Κάθε στοιχείο µάζας διαγράφει κύκλο γύρω 
από την αρχή των συντεταγµένων Ο. 

Κάθε στοιχείο µάζας έχει εφαπτοµενική 
επιτάχυνση. 

Από τον δεύτερο νόµο του Νεύτωνα 

§  dFt = (dm)αt 

Από τη ροπή που προκαλεί η δύναµη και 
από τη γωνιακή επιτάχυνση, προκύπτει ότι 

§  dτεξωτ. = rdFt = αtrdm = αr2dm 
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Ροπή και γωνιακή επιτάχυνση, επέκταση (συνέχεια) 

Η συνολική ροπή είναι 
§    

§  Αυτή η σχέση γίνεται Στ = Ια. 

Πρόκειται για την ίδια σχέση την οποία χρησιµοποιήσαµε στην περίπτωση του 
σωµατιδίου. 

Είναι η µαθηµατική αναπαράσταση του µοντέλου ανάλυσης ενός άκαµπτου 
σώµατος υπό την επίδραση ροπής. 

Η σχέση ισχύει επίσης όταν οι δυνάµεις έχουν ακτινικές συνιστώσες. 

§  Η ευθεία εφαρµογής (φορέας) των ακτινικών συνιστωσών πρέπει να 
διέρχεται από τον άξονα περιστροφής. 

§  Αυτές οι συνιστώσες προκαλούν µηδενική ροπή ως προς τον συγκεκριµένο 
άξονα. 

= =∑ ∫ ∫2 2
εξωτ. r dm r dmτ α α
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Πτώση καµινάδας – Παράδειγµα 

Όταν καταρρέει µια ψηλή καµινάδα, 
συχνά σπάει σε κάποιο σηµείο της πριν 
καν φτάσει στο έδαφος. 

Κατά την πτώση της καµινάδας, κάθε 
ψηλότερο τµήµα της έχει µεγαλύτερη 
εφαπτοµενική επιτάχυνση συγκριτικά µε 
τα τµήµατα που βρίσκονται χαµηλότερα. 
Στα ψηλότερα σηµεία της καµινάδας, η 
εφαπτοµενική επιτάχυνση προκαλεί 
διατµητική τάση µεγαλύτερη από τη 
διατµητική αντοχή της καµινάδας. 
Έτσι, η καµινάδα σπάει. 
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Ροπή και γωνιακή επιτάχυνση – Το παράδειγµα του τροχού 

Σε αυτό το παράδειγµα πρέπει να 
εφαρµόσουµε δύο µοντέλα ανάλυσης: 

§  Το σώµα µοντελοποιείται ως σωµατίδιο 
υπό την επίδραση συνισταµένης 
δύναµης. 

§  Ο τροχός µοντελοποιείται ως άκαµπτο 
σώµα υπό την επίδραση ροπής. 

Εφόσον ο τροχός περιστρέφεται, µπορούµε 
να εφαρµόσουµε τη σχέση Στ = Ια. 

§  Η τάση παρέχει την εφαπτοµενική 
δύναµη. 

Η µάζα κινείται ευθύγραµµα, εποµένως 
µπορούµε να εφαρµόσουµε τον δεύτερο 
νόµο του Νεύτωνα. 

§  ΣFy = mαy = mg – T	
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Το έργο στην περιστροφική κίνηση 

Βρείτε το έργο που παράγει στο σώµα 
το διάνυσµα       καθώς το σώµα 
περιστρέφεται κατά απειροστή 
απόσταση ds = r dθ.	



	



	



Η ακτινική συνιστώσα της δύναµης δεν 
παράγει έργο επειδή είναι κάθετη προς 
τη µετατόπιση. 
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r
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= ⋅

=

r r
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Η ισχύς στην περιστροφική κίνηση 

Ο ρυθµός παραγωγής έργου σε χρονικό διάστηµα dt είναι 

 

 

Η εξίσωση είναι αντίστοιχη µε τη σχέση P = Fv για ένα γραµµικό σύστηµα. 

 

 

= = = =Ισχύς dW dP
dt dt

θ
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Το θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας στην περιστροφική κίνηση 

Σύµφωνα µε το θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας για την περιστροφική κίνηση, 
το συνολικό έργο που παράγεται από εξωτερικές δυνάµεις κατά την περιστροφή 
ενός συµµετρικού άκαµπτου σώµατος γύρω από έναν σταθερό άξονα ισούται µε 
τη µεταβολή στην ενέργεια περιστροφής του σώµατος. 
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Το θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας, γενικά 

Συνδυάζοντας το θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας για την περιστροφική 
κίνηση µε το αντίστοιχο θεώρηµα έργου-κινητικής ενέργειας για τη µεταφορική 
κίνηση, συµπεραίνουµε ότι το συνολικό έργο που παράγουν οι εξωτερικές 
δυνάµεις που ασκούνται σε ένα σώµα ισούται µε τη µεταβολή στη συνολική 
κινητική ενέργεια του σώµατος, η οποία είναι ίση µε το άθροισµα της µεταφορικής 
και της περιστροφικής κινητικής ενέργειάς του. 
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Χρήσιµες εξισώσεις – Σύνοψη 
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Η ενέργεια και η µηχανή του Atwood – Παράδειγµα 

Το σύστηµα που αποτελείται από τους 
δύο κύβους, την τροχαλία, και τη Γη 
είναι ένα αποµονωµένο ως προς την 
ενέργεια σύστηµα, στο οποίο δεν δρουν 
µη συντηρητικές δυνάµεις. 

Η µηχανική ενέργεια του συστήµατος 
διατηρείται. 

Η κινητική ενέργεια της µεταφορικής 
κίνησης των κύβων και η βαρυτική 
δυναµική ενέργειά τους µεταβάλλονται. 

Η κινητική ενέργεια περιστροφής τής 
τροχαλίας µεταβάλλεται. 
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Κυλιόµενο σώµα 

Η κόκκινη καµπύλη δείχνει την τροχιά που διαγράφει ένα σηµείο που βρίσκεται στην 
περιφέρεια του σώµατος. 

§  Η τροχιά αυτή ονοµάζεται κυκλοειδής καµπύλη. 

Η πράσινη ευθεία δείχνει την τροχιά που ακολουθεί το κέντρο µάζας του σώµατος. 

Στην περίπτωση που το σώµα εκτελεί κύλιση χωρίς ολίσθηση, η περιστροφική και τη 
µεταφορική κίνησή του συνδέονται µε µια απλή σχέση. 
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Κύλιση χωρίς ολίσθηση, κέντρο µάζας του σώµατος 

Η µεταφορική ταχύτητα του κέντρου 
µάζας έχει µέτρο 

 

 

Η µεταφορική επιτάχυνση του κέντρου 
µάζας έχει µέτρο 

 

= = =ΚΜ
ds dv R R
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Κύλιση, (συνέχεια) 

Η κίνηση ενός κυλιόµενου σώµατος µπορεί να µοντελοποιηθεί ως ένας 
συνδυασµός µετατόπισης και περιστροφής. 

Το σηµείο επαφής µεταξύ της επιφάνειας και του κυλίνδρου έχει µεταφορική 
ταχύτητα µηδενικού µέτρου (γ). 
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Συνολική κινητική ενέργεια ενός κυλιόµενου σώµατος 

Η συνολική κινητική ενέργεια ενός κυλιόµενου σώµατος ισούται µε την κινητική 
ενέργεια της µετατόπισης του κέντρου µάζας του συν την κινητική ενέργεια της 
περιστροφής γύρω από το κέντρο µάζας του. 

§  K = ½IΚΜω2 + ½MvΚΜ2 

§  Ο όρος ½IΚΜω2 αντιστοιχεί στην κινητική ενέργεια  του κυλίνδρου λόγω της 
περιστροφικής κίνησής του γύρω από το κέντρο µάζας του. 

§  Ο όρος ½Mv2 αντιστοιχεί στην κινητική ενέργεια του κυλίνδρου λόγω της 
µεταφορικής κίνησης του κέντρου µάζας του. 
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Συνολική κινητική ενέργεια – Παράδειγµα 

Η επιταχυνόµενη κύλιση είναι εφικτή µόνο 
αν υπάρχει δύναµη τριβής µεταξύ της 
σφαίρας και του επιπέδου. 

§  Η τριβή παράγει την απαιτούµενη 
ροπή για την περιστροφή. 

§  Δεν υπάρχει απώλεια µηχανικής 
ενέργειας επειδή το σηµείο επαφής 
είναι ακίνητο ως προς την επιφάνεια 
σε κάθε χρονική στιγµή. 

§  Στην πραγµατικότητα, η τριβή 
κύλισης προκαλεί µετατροπή 
µηχανικής ενέργειας σε εσωτερική 
ενέργεια. 
§  Η τριβή κύλισης προκαλείται από τις 
παραµορφώσεις της επιφάνειας και 
του κυλιόµενου σώµατος. 
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Συνολική κινητική ενέργεια – Παράδειγµα (συνέχεια) 

Εφαρµόστε την αρχή διατήρησης της µηχανικής ενέργειας: 

§  Έστω ότι U = 0 στη βάση του επιπέδου 

§  Kf + U f = Ki + Ui 

§  Kf = ½ (IΚΜ/R2)vΚΜ2 + ½MvΚΜ2 

§  Ui = Mgh 

§  Uf = Ki = 0 

Λύστε ως προς v 
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Κύλιση σφαίρας σε κεκλιµένο επίπεδο – Παράδειγµα 

Μοντελοποίηση 

§  Μια σφαίρα κυλάει σε ένα κεκλιµένο 
επίπεδο. 

Κατηγοριοποίηση 

§  Μοντελοποιήστε τη σφαίρα και τη Γη 
ως αποµονωµένο σύστηµα ως προς 
την ενέργεια. 

§  Στο σύστηµα δεν δρουν µη 
συντηρητικές δυνάµεις. 

Ανάλυση 

§  Χρησιµοποιήστε την εξίσωση 
διατήρησης της µηχανικής ενέργειας 
για να βρείτε το µέτρο v της 
ταχύτητας. 
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Κύλιση σφαίρας σε κεκλιµένο επίπεδο – Παράδειγµα (συνέχεια) 

Ανάλυση, (συνέχεια) 
§  Λύστε ως προς την επιτάχυνση του κέντρου µάζας. 

Ολοκλήρωση 

§  Το µέτρο της ταχύτητας και το µέτρο της επιτάχυνσης του κέντρου µάζας 
είναι ανεξάρτητα από τη µάζα και την ακτίνα της σφαίρας. 

Γενίκευση 

§  Όλες οι οµογενείς συµπαγείς σφαίρες αναπτύσσουν επιτάχυνση ίδιου µέτρου 
και ταχύτητα ίδιου µέτρου σε ένα συγκεκριµένο κεκλιµένο επίπεδο. 
§  Παρόµοια αποτελέσµατα προκύπτουν για σώµατα µε διαφορετικά σχήµατα. 
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